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Abstract. This article provides an analysis the practical effecti-
veness of the method of exact quadratic regularization. Significant
computational experiments have been performed to solve the complex
multi-modal test and practical problems. The results of computati-
onal experiments are compared with the best results obtained by exi-
sting methods of global optimization. Comparative analysis shows a
much greater practical efficiency of the method of exact quadratic
regularization.
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Анотацiя. В статтi проводиться аналiз практичної ефективно-
стi методу точної квадратичної регуляризацiї. Проведенi значнi
обчислювальнi експерименти з розв’язування складних мульти-
модальних тестових та практичних задач. Результати обчислю-
вальних експериментiв порiвнюються з кращими результатами,
що отриманi iснуючими методами глобальної оптимiзацiї. Порiв-
няльний аналiз свiдчить про значно бiльшу практичну ефектив-
нiсть методу точної квадратичної регуляризацiї.
Ключовi слова: мультимодальнi задачi, глобальна оптимiзацiя,
обчислювальнi експерименти, метод точної квадратичної регуля-
ризацiї.

Вступ

Першi дослiдження в галузi глобальної оптимiзацiї з’явились тiльки в
серединi минулого столiття. Це при тому, що екстремальнi задачi цiкавили
дослiдникiв ще до нашої ери. Причина цього феномену криється в тому, що
в часи П. Ферма (перiод заснування математичного аналiзу) вивчались в
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основному полiномiальнi функцiї однiєї змiнної. Кiлькiсть локальних екс-
тремумiв таких функцiй не перевищує n− 1, де n – ступiнь полiному. Тому
легко знайти всi екстремуми функцiї i обрати серед них глобальний екстре-
мум. На декiлька столiть головним засобом розв’язування екстремальних
задач був математичний аналiз, який не дозволяє розрiзняти точки ло-
кального i глобального екстремуму. Тому в рамках математичного аналiзу
проблема пошуку глобального екстремуму не була актуальною.

З розвитком математичного моделювання в 20 столiттi з’являються мо-
делi прикладних задач, якi мають 2n, n! та бiльше локальних екстремумiв.
Це, наприклад, задачi з булевими змiнними в яких розв’язок знаходиться
в вершинах гiперкубу, чи задачi теорiї розкладу з n! локальними екстрему-
мами. Крiм того багато моделей прикладних задач мiстять десятки i сотнi
тисяч змiнних. Зрозумiло, що для таких моделей перебрати всi локальнi
екстремуми навiть за допомогою комп’ютера неможливо. Потрiбно було
розробити новий аналiз для знаходження глобального екстремуму.

В 20 столiттi був розроблений опуклий аналiз спочатку в геометрiї, а
пiзнiше в серединi столiття його почали використовувати в оптимiзацiї.
В цей же час з’являються першi роботи присвяченi пошуку глобального
екстремуму [1,2]. Для опуклих задач були розробленi практично ефектив-
нi алгоритми оптимiзацiї, якi дозволяють легко знайти точку глобального
екстремуму (опуклi задачi є унiмодальними).

Але клас опуклих моделей досить незначний. Майже кожна практична
задача оптимiзацiї є мультимодальною (мiстить безлiч локальних екстре-
мумiв). Спроба протягом десяткiв рокiв знайти мультимодальнi класи за-
дач з ефективними алгоритмами пошуку глобального екстремуму не да-
ли результату. Задачi угнутої, reverse-convex, DC оптимiзацiї та загальнi
квадратичнi задачi виявились такими ж складними, як i загальна задача
глобальної оптимiзацiї.

Значно бiльше зусиль було витрачено на розробку ефективних алгори-
тмiв для задач з дискретними змiнними, якi теж є мультимодальними. Але
i для цього класу задач не було розроблено ефективних алгоритмiв. В 70-
х роках минулого столiття була розроблена теорiя складностi, згiдно якої
алгоритми i задачi були подiленi на два класи Р (полiномiальнi) i NP (не-
полiномiальнi). Звичайно клас мiльтимодальних задач є NP-складним. Але
ця складнiсть доводиться для всього класу задач i невiдомо, яка частина
цього класу є NP-складною.

Проблеми в розв’язуваннi мультимодальних задач призвели до викори-
стання опуклої релаксацiї. Але така релаксацiя дозволяє отримати тiльки
оцiнку глобального екстремуму. Iнодi така оцiнка досить далека вiд гло-
бального екстремуму. В наш час опукла релаксацiя у поєднаннi з методами
розгалужень та границь використовується в сучасних програмних пакетах
для розв’язування мультимодальних задач. Наприклад, такий вiдомий па-
кет, як BARON показує ефективнiсть порядку 80% (правильних розв’яз-
кiв) на тестових мультимодальних задачах з вiдомими розв’язками. Така
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ефективнiсть досягається не для всiх задач, наприклад, цей пакет не ви-
користовується для мультимодальних задач, якi мiстять тригонометричнi
функцiї.

Важливою вiхою в розвитку глобальної оптимiзацiї була розробка на-
пiввизначеного програмування в кiнцi минулого столiття [3]. Цей напрям
теж використовує опуклу релаксацiю i використовується для розв’язува-
ння квадратичних та полiномiальних задач. Але напiввизначене програ-
мування дозволяє отримувати теж тiльки оцiнки глобального екстремуму.
Отриманi оцiнки можна використовувати для подальшої локальної опти-
мiзацiї.

Проблеми, пов’язанi зi знаходженням глобального екстремуму призвели
до широкого використання стохастичних методiв [4]. З’являються генети-
чнi, еволюцiйнi та iншi алгоритми, якi використовують випадковий пошук.
Такi алгоритми мiстять досить багато параметрiв, налаштування яких для
конкретної задачi дає змогу iнодi отримувати точку глобального екстрему-
му для тестових мультимодальних задач. Але досить часто такi алгоритми
дозволяють отримати розв’язки далекi вiд оптимальних. Крiм того, пiдви-
щення ефективностi таких алгоритмiв малоймовiрно.

Бiльш детальний аналiз сучасного стану в глобальнiй оптимiзацiї пред-
ставлений в роботi [5]. З цiєї роботи випливає, що глобальна оптимiзацiя
досить складна галузь дослiджень i нам марно очiкувати практично ефе-
ктивних алгоритмiв для знаходження глобальних екстремумiв. Пiдтвер-
дженням цiєї тези є те, що мультимодальнi задачi, як правило, вiдносяться
до NP-повних задач, для розв’язування яких не розроблено ефективних
полiномiальних алгоритмiв.

Тодi виникає питання, а чи можна розробити алгоритм для розв’язу-
вання мультимодальних задач, який буде ефективним для бiльшостi пра-
ктичних мультимодальних задач? Такий приклад ми бачимо в лiнiйному
програмуваннi. Не дивлячись на те, що симплекс-метод є неполiномiаль-
ним, вiн вже бiльше 70 рокiв успiшно використовується для розв’язування
лiнiйних задач. Розробка такого методу для мультимодальної оптимiзацiї
є ще бiльш актуальною задачею, оскiльки клас мультимодальних задач є
досить великий та складний. Завжди можна знайти мультимодальнi зада-
чi для яких будь-який метод зустрiнеться зi значними обчислювальними
проблемами. Але це будуть, як правило, не практичнi, а штучнi мультим-
одальнi проблеми. Тому практична ефективнiсть сучасних нових методiв
глобальної оптимiзацiї перевiряється шляхом розв’язування розроблених
тестових та практичних мультимодальних задач. Цi задачi досить вiдомi i
знаходяться в базах Globallib Model Statistics та Minlplib Model Statistics
(всього 668 задач) за адресами [6] та [7], якi легко знайти в мережi Internet.
Також велика база мультимодальних задач (бiльше 1000) представлена в
Princeton Library of Nonlinear Programming Models за адресом [8]. Цi ба-
зи створювались 20 рокiв тому i вже двадцять рокiв на задачах з даних
баз перевiряються новi та iснуючи алгоритми i програми глобальної опти-
мiзацiї. Крiм того, iснує бiля 200 тестових функцiй безумовної глобальної
оптимiзацiї [9].
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1. Постановка задачi

Розглядаються мультимодальнi задачi в евклiдовому просторi. Треба
знайти екстремальне (мiнiмальне або максимальне) значення цiльової фун-
кцiї n змiнних на заданiй множинi, яка є компактною. Допустима множина
визначається системою рiвнянь або нерiвностей для функцiй. Цiльова фун-
кцiя та функцiї обмежень є неперервними та, як правило, двiчi диферен-
цiйованi. Потрiбно знайти точку глобального екстремуму цiльової функцiї
на допустимiй множинi розв’язкiв системи рiвнянь та нерiвностей.

2. Аналiз тестових задач

Тестовi задачi безумовної оптимiзацiї, як правило, мають безлiч локаль-
них екстремумiв. Бiльшiсть таких задач побудовано з вiдомими значення-
ми глобального мiнiмуму та точкою в якiй вiн досягається. Багато тестових
задач мають невелику розмiрнiсть, зокрема два. Частина задач мають до-
вiльну розмiрнiсть. Значення глобального мiнiмуму в тестових задачах Egg
holder та Rana для n ≥ 10 невiдомо. Деякi задачi розмiрностi два з нетри-
вiальними розв’язками можна узагальнити на довiльну розмiрнiсть. Так,
автор узагальнив наступнi задачi: Adjman, Bird, Mishra 6, NewFunction 03,
Scahffer 4, Trefethen на довiльну розмiрнiсть. Цi задачi є несепарабельними,
тому для них значення глобального мiнiмуму для n > 2 невiдомо. Вони ма-
ють безлiч локальних мiнiмумiв. Але тестовi задачi безумовної оптимiзацiї,
як правило, є симетричними (функцiональна залежнiсть для пар змiнних
часто спiвпадає). Це означає, що значення багатьох компонент точки гло-
бального мiнiмуму будуть спiвпадати.

Можна зробити висновок, що вiдомi тестовi задачi безумовної оптимiза-
цiї не досить iнформативнi для перевiрки практичної ефективностi методiв
глобальної оптимiзацiї. Потрiбно обмежитись несепарабельними мультим-
одальними тестовими функцiями з невiдомими розв’язками, так як вiдомi
розв’язки завжди можна отримати пiсля тривалих численних експеримен-
тiв шляхом вiдповiдного пiдбору багаточисельних параметрiв. Якщо зна-
чення глобального мiнiмуму невiдомо, то кращий метод знайде кращий
розв’язок нiж розв’язок, отриманий менш ефективним методом.

Задачi умовної оптимiзацiї iз приведених вище баз, як правило, є моде-
лями прикладних задач. Переважна бiльшiсть задач з цих баз є квадра-
тичними, частiше з квадратичними обмеженнями. Цi бази також мiстять
багато задач малої розмiрностi, але є достатньо задач середньої та великої
розмiрностi. Глобальний мiнiмум для бiльшостi цих задач невiдомий, але
протягом 20 рокiв були знайденi нижнi оцiнки розв’язкiв.

Можна говорити, що в цих задачах точка глобального мiнiмуму вiдома,
якщо нижня оцiнка спiвпадає з верхньою. Для задач умовної оптимiзацiї
виникає проблема точностi виконання обмежень. Iнколи незначна змiна то-
чностi виконання обмежень призводить до значної змiни цiльової функцiї.
Якщо замiсть нуля обмеження дорiвнюють 1e−10, то таку точнiсть можна
вважати достатньою.
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В наш час, майже кожна робота з глобальної оптимiзацiї мiстить обчи-
слювальнi експерименти. В цих експериментах приводятся данi, отриманi
новими або модiфiкованими методами. Iнодi отриманi результати краще
iснуючих, але перевiрити отриманi результати майже неможливо, так як
точки глобального мiнiмуму, як правило, не приводятся. Добре, що приве-
денi вище бази для бiльшостi задач мiстять кращi розв’язки, якi отриманi
на даний час.

3. Метод точної квадратичної регуляризацiї (EQR)
Метод EQR був започаткований автором цiєї статтi ще 10 рокiв тому.

Протягом цього часу метод EQR постiйно вдосконалювався та пройшов
значну обчислювальну перевiрку при розв’язуваннi безлiчi складних муль-
тимодальних задач. Його теоретичне обгрунтування приведено в статтi [10]
та iнших публiкацiях автора. Квадратична регуляризацiя використовує-
ться для перетворення загальної задачi глобальної оптимiзацiї

min{f0(x) | fi(x) ≤ 0, i = 1, ...,m, x ∈ En}, (1)

до наступної

max{||z||2 | f0(x) + s+ (r − 1)||z||2 ≤ d,
fi(x) + r||z||2 ≤ d, i = 1, ...,m, z ∈ En+1}, (2)

де z = (x1, ..., xn, xn+1), параметр r обираємо таким, щоб допустима мно-
жина задачi (2) стала опуклою, а параметр s повинен задовольняти умовi

s ≥ ||x∗||2 − f0(x∗),
де x∗ — розв’язок задачi (1), d — скаларна величина, яку потрiбно знайти.
В задачi (2) нас цiкавлять тiльки тi розв’язки, для яких виконується умова

r||z||2 = d

(будемо називати цю умову SP-умовою). Такi розв’язки вiдповiдають то-
чкам локальних мiнiмумiв задачi (1).

Очевидно, що при r → +∞ для довiльних неперервних функцiй задачi
(1) допустима множина задачi (1) буде опуклою. Iнколи задача (2) буде унi-
модальною, незважаючи на те, що задача (1) мультимодальна (див. [11]).
Крiм того, якщо опукла множина задачi (2) є центрально симетричною
(паралелепiпед, правильний многогранник та iнше), то задача (2) еквiва-
лентна опуклiй задачi

max{cT z | f0(x) + s+ (r − 1)||z||2 ≤ d, fi(z) + r||z||2 ≤ d, i = 1, ...,m}.
де точка c — центр симетрiї опуклої множини. Можна привести iншi ви-
падки для яких задача (2) буде унiмодальною. Наприклад, якщо кривизна
опуклої поверхнi допустимої множини в кожнiй точцi y бiльше кривизни
сфери r||z||2 = r||y||2, то задача (2) теж буде унiмодальною. Точна ква-
дратична регуляризацiя упорядковує точки локальних мiнiмумiв задачi (1)
таким чином, що мiнiмальному значенню d > 0, при якому розв’язок зада-
чi (2) задовольняє SP-умовi, вiдповiдає глобальний мiнiмум задачi (1).
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Метод EQR полягає в тому, що обирається значення параметрiв зада-
чi (2), розв’язується задача опуклої оптимiзацiї для знаходження мiнiмаль-
ного значення d

min{d | f0(x) + s+ (r − 1)||z||2 ≤ d, fi(z) + r||z||2 ≤ d, i = 1, ...,m}. (3)

i здiйснюється подальша змiна скалярної величини d та розв’язок задачi (2)
для кожного фiксованого значення d до виконання SP-умови.

Частiше всього при розв’язуваннi мультимодальних задач нев’язка

∆ = |r||x||2 − d|,

отримана з розв’язку опуклої задачi (3), швидко збiгається до нуля при
змiнi скалярної величини d i розв’язуваннi задачi (2) будь-якою програмою
локальної оптимiзацiї. Iнколи для отримання точки глобального мiнiмуму
потрiбно менше 10 iтерацiй. Значення цiльової функцiї f0(x), отримане з
розв’язку опуклої задачi теж зменшується на кожнiй iтерацiї. Iнколи воно
пiсля розв’язування задачi (3) значно менше значення глобального мiнiму-
му задачi (1) i тодi на кожнiй iтерацiї значення цiльової функцiї зростає.
Нагадуємо, що параметр s повинен задовольняти умовi

s ≥ ||x∗||2 − f0(x∗),

тому якщо на якiйсь iтерацiї ця умова порушується, то необхiдно збiльши-
ти значення s та продовжити пошук глобального мiнiмуму. Головна мета
методу EQR при змiнi скалярної величини d не пропустити точку глобаль-
ного мiнiмуму, адже для d < d∗ точок локального мiнiмуму задачi (2) не
iснує.

Головна проблема iснуючих методiв глобальної оптимiзацiї застрявання
в точках локального мiнiмуму. Метод EQR дозволяє легко проходити точки
локальних мiнiмумiв, що можна показати на простому прикладi мультим-
одальної функцiї

f0(x) = (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 5).

Будь-яка програма локальної оптимiзацiї буде знаходити точку локально-
го мiнiмуму 1, 393 цiєї функцiї, якщо початкову точку обрати на iнтервалi
(−∞, 3] i точку глобального мiнiмуму 4,326, якщо початкову точку оби-
рати на iнтервалi (3,+∞). Точка глобального мiнiмуму цiєї функцiї буде
знаходитись далi вiд початку координат, нiж точка локального мiнiмуму.
Але для перетвореної задачi (2) точка глобального мiнiмуму буде завжди
ближче до початку координат. Якщо ми скористаємося будь-якою програ-
мою локальної оптимiзацiї, то майже для довiльної початкової точки про-
грама буде знаходити точку глобального мiнiмуму, навiть якщо початкова
точка знаходиться в точцi локального мiнiмуму (1, 393, 1).

Проходження точок локальних мiнiмумiв одна з головних причин пра-
ктичної ефективностi методу EQR (можна допустити, що квадратична ре-
гуляризацiя згладжує точки локальних мiнiмумiв).

Таким чином, для бiльшостi мультимодальних практичних задач метод
EQR дозволяє знаходити точку глобального мiнiмуму так легко, як i точку
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локального мiнiмуму. Але iснують достатньо складнi тестовi задачi зi зна-
чною кiлькiстю локальних мiнiмумiв для яких запропонований метод EQR
потребує модифiкацiї.

Однiєю з модифiкацiй є зсув допустимої опуклої множини задачi (2)
впродовж бiсектриси додатного ортанту (вектору, що проходить через то-
чку (1, . . . , 1)). Такий зсув не змiнює кривизну опуклої поверхнi допустимої
множини та зменшує кривизну поверхнi кулi. Це дозволяє уже при розв’я-
зуваннi опуклої задачi (3) отримувати краще значення цiльової функцiї
f0(x) та менше значення нев’язки ∆.

Покажемо даний ефект на прикладi вiдомої та досить складної фун-
кцiї Langerman [9] для n = 10. Бiльшiсть експериментiв показує краще
мiнiмальне значення цiєї функцiї −0, 965. Автор замiсть мiнiмiзацiї f0(x)
розглядав мiнiмiзацiю f0(x−h), h = 4 функцiї Langerman. Уже при розв’я-
зуваннi вiдповiдної опуклої задачi (3) при значеннях параметрiв s = 1500,
r = 50 було знайдено

f0(x) = −0, 97813,

що краще приведеного вище значення. Мiнiмальне значення d0 = 27588, 976,
отримане з розв’язку задачi (3). При збiльшеннi значення d до 30000 i
розв’язуваннi задачi (2) було отримано точку мiнiмуму x∗, для якої f0(x∗) =
−1, 5. Подальше збiльшення скалярної величини d не призвело до зменше-
ння f0(x). Таким чином, за три iтерацiї було отримано кращий розв’язок.

Для досить складної функцiї Bird (функцiя узагальнена автором на до-
вiльну розмiрнiсть)

min{
n−1∑
i=1

(
sin(xi)e

(1−cos(xi=1))
2

+ cos(xi)e
(1−sin(xi=1))

2 − (xi − xi+1)
2
)
|

x ∈ [−2π, 2π]n}

кращий розв’язок було отримано за декiлька iтерацiй при зсувi допустимої
опуклої множини вiдповiдної задачi (2) на величину h = 3, 5 та збiльшення
величини параметру r до значення 500, значення параметру s = 10000.
Отримано мiнiмальне значення цiєї функцiї −5230, 329 для n = 100, що
значно краще нiж розв’язок −4097, 8487, отриманий еволюцiйним пошуком
з бiблiотеки Python.

Можна було використати iншi пакети глобальної оптимiзацiї, але вони
для такої розмiрностi даної задачi потребують досить багато часу. Задача
з функцiєю Bird для n = 100 не розв’язувалась iншими авторами, так як в
лiтературi вона розглядається тiльки для n = 2.

Можна привести досить складну функцiю Adjman, яка теж узагальнена
автором на довiльну розмiрнiсть

min

{
n−1∑
i=1

cos(xi) sin(xi+1) +

n∑
i=1

xi
x2i+1 + 1

| x ∈ [−1, 1]n

}
.

Для цiєї функцiї майже кожна початкова точка є локальним мiнiмумом. За-
дача з цiєю функцiєю розв’язувалась також для n = 100. Значення зсуву
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допустимої множини було h = 1, пiсля якого розв’язок знаходився в дода-
тному ортантi. Значення параметрiв обиралось наступнi r = 60, s = 1500.
Знайдений глобальний мiнiмум −30, 374 за 10 iтерацiй (пiд iтерацiєю ми
розумiємо кiлькiсть розв’язкiв задачi (2) при рiзних значеннях скалярної
величини d), що значно краще розв’язку −23, 3046, що отриманий еволю-
цiйним пошуком з бiблiотеки Python.

На вiдмiну вiд розглянутих функцiй, якi узагальненi на довiльну роз-
мiрнiсть i не аналiзувались iншими авторами, функцiї Egg holder та Rana
для n = 100 мiнiмiзуються багатьма авторами уже протягом бiльш нiж 20
рокiв, але жоден з iснуючих методiв не показав кращих результатiв нiж
результати, отриманi методом EQR.

Для функцiї Egg holder

f0(x) = −89948, 532

та для функцiї Rana

f0(x) = 50865, 131.

Взагалi, ефективнiсть методу EQR залежить вiд вибору значень пара-
метрiв r, s та величини змiни скалярної величини d.

4. Результати обчислювальних експериментiв

Для перевiрки практичної ефективностi методу EQR автором було розв’-
язано бiля 500 вiдомих складних мультимодальних тестових задач з приве-
дених вище баз та тестових задач безумовної оптимiзацiї. Бiльше 300 таких
задач з розв’язками представленi в книзi автора [11].

Автор не розв’язував задачi малої розмiрностi, зокрема для n = 2 яких
багато в приведених базах. Автор не розв’язував також задачi великої роз-
мiрностi (n > 500). Метод EQR призначений i для розв’язування таких
задач, але для цього потрiбно мати ефективну програму локальної опти-
мiзацiї. Якщо не враховувати задачi малої та великої розмiрностi, а також
деякi задачi умовної оптимiзацiї з вiдомими розв’язками, то методом EQR
були розв’язанi майже всi задачi з приведених баз.

Крiм того, розв’язувались такi вiдомi та складнi задачi, як мiнiмiзацiя
потенцiйної енергiї атомiв, упаковка кругiв в квадрат i круг, максимiзацiя
надiйностi систем, задачi теорiї розкладу, вiдомi iнженернi задачi з меха-
нiки, задачi з булевими змiнними та iншi прикладнi задачi.

Результати експериментiв свiдчать про високу практичну ефективнiсть
методу EQR.

Для бiльшостi тестових та прикладних задач розв’язки збiглися з кра-
щими розв’язками, отриманими iншими авторами на сьогоднiшнiй день.
Зокрема, збiглися розв’язки для задач мiнiмiзацiї потенцiальної енергiї ато-
мiв рiзної розмiрностi, задачi упаковки кругiв та iншi. Але майже в 30%
розв’язаних задач були отриманi кращi розв’язки. Деякi з таких розв’язкiв
ми наводимо в наступнiй табл. 1 (приведенi задачi були розв’язанi пiсля
публiкацiї [11]).
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Табл. 1. Результати обчислювальних експериментiв

Задача n m Розв’язок Кращий Лiт.
методом EQR вiдомий

розв’язок

Egg holder 100 0 -89948.532 -89938 [9]
Rana 100 0 -50865.131 -43880 [9]
Bird 100 0 -5230,3293 -4097,8487 [9]

Adjman 100 0 -30,37418 -23,30464 [9]
dipigri 7 4 80,63202 680,6301 [8]
Prob07 14 35 154990,229 155153,544 [7]
Chain50 102 51 0,09259 5,07226 [6]
Ex3 32 31 60,5531381 68,0097 [7]

Ex8_3_8 126 93 -10,00001 -3,256 [6]
btest14 135 93 -10938,246 -59,81738781 [6]
waterx 70 55 891,8463569 909,0278626 [7]
waterz 195 138 906,998 907,017 [7]
minlphi 65 47 568,9207 582,2361 [6]
pump 24 34 16139,84 128893,74 [6]

Ex8_2_4b 62 88 -1644.23 -1197.13 [6]
Ex8_3_7 126 92 -7,18881 -1,2326 [6]
Ex8_3_11 116 76 -10 -0,7921 [6]
korcge 95 77 -521,1160511 -339,213 [6]
deb10 183 130 39,99998 90 [7]

grouping 100 125 -1035,89887 13,8504 [8]
dnieper 61 24 14057,36 17134,4533 [8]
optctrl6 122 80 606,48066 2048,017 [8]
eigminb 101 101 0,000967 0,27316 [8]

Ми можемо навести знайденi точки мiнiмуму для приведених вище за-
дач, але для цього потрiбно декiлька сторiнок заповнити цифрами. Приве-
демо розв’язок тiльки двох задач з табл. 1 не великої розмiрностi dipigri та
Prob07. Розв’язок, отриманий методом EQR задачi dipigri є

x∗ = (1, 73358;−0, 37244;−0, 22448; 5, 56808;−0, 57153; 0, 93086; 1, 71381)

для якого f0(x∗) = 80, 63202. В базi [8] знаходимо кращий розв’язок, отри-
маний iншими методами f0(x

∗) = 680, 6301, що значно поступається ре-
зультату, знайденому методом EQR.

Наведемо також розв’язок задачi Prob07, отриманий методом EQR

x∗ = (1153, 824; 1203, 336; 859, 5257; 859, 5257; 769, 2161; 859, 5257; 1648, 054;

343, 8103; 343, 8103; 458, 2657; 458, 2657; 6, 6258478; 10, 517806; 7, 0007267)

для якого f0(x∗) = 154990, 229. Точнiсть виконання обмежень 1e− 10.
В базi Globallib Model Statistics легко знаходимо кращий розв’язок на

сьогоднiшнiй день для цiєї задачi f0(x) = 155153, 544, який досягається в
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точцi

x∗ =

= (1100, 5386; 1279, 5372; 913, 9552; 913, 9552; 733, 6924; 913, 955; 1399, 1684;

365, 57973; 365, 5797; 459, 6259; 459, 6259; 6, 78386; 10, 39443; 7, 13618).

З табл. 1 бачимо, що цей розв’язок значно поступається розв’язку, отрима-
ному методом EQR.

Висновки
Наведенi результати обчислювальних експериментiв яскраво свiдчать

про високу практичну ефективнiсть методу EQR. Фактично цей метод до-
зволяє розв’язувати мультимодальнi задачi так легко, як розв’язуються
задачi опуклої оптимiзацiї.

Цей метод вiдкидає впевненiсть, що «побудова ефективного неспецiалiзо-
ваного алгоритму глобальної оптимiзацiї малоймовiрна, а можлива тiльки
розробка методiв, призначених для дуже вузьких класiв функцiй» (див. [12],
c. 270). Iсторiя глобальної оптимiзацiї показала прямо протилежне, що не
iснує таких вузьких практично важливих функцiй, а можлива розробка
практичного ефективного алгоритму для загальної задачi глобальної опти-
мiзацiї.
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Аннотация. В работе проводится анализ практической эффе-
ктивности метода точной квадратичной регуляризации. Прове-
ден большой объем численных экспериментов по решению сло-
жных мультимодальных тестовых и практических задач. Резуль-
таты численных экспериментов сравниваются с лучшими резуль-
татами, которые получены существующими методами глобаль-
ной оптимизации. Сравнительный анализ свидетельствует о зна-
чительно большей практической эффективности метода точной
квадратичной регуляризации.
Ключевые слова: мультимодальные задачи, глобальная опти-
мизация, численные эксперименты, метод точной квадратичной
регуляризации.
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