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Abstract. Models of wave processes in porous periodic media are
considered. It is taken into account that the corresponding wave
equations depend on small parameters characterizing the microscale,
density, and permeability of such media. The algorithm for determi-
ning asymptotic expansions for these equations is given. Estimates
for the accuracy of such expansions are presented.
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Анотацiя. Розглядаються моделi хвильових процесiв у пористих
перiодичних середовищах. Враховується, що вiдповiднi хвильо-
вi рiвняння залежать вiд малих параметрiв, що характеризують
мiкромасштабнiсть, щiльнiсть та проникнiсть таких середовищ.
Наведено алгоритм визначення асиптотичних розвинень для цих
рiвнянь. Презентованi оцiнки точностi таких розвинень.
Ключовi слова: початково-крайовi задачi, хвильовi рiвняння,
осередненi задачi, перетворення Лапласа.

Вступ

Дослiджуються початково-крайовi задачi для нестацiонарних хвильових
рiвнянь в неоднорiдних пористих середовищах, яки утворенi великою кiль-
кiстю «блокiв», що мають низьку щiльнiсть i проникнiсть, та роздiленi зв’я-
зною системою «розламiв» з високою проникнiстю. Як моделi пористих
середовищ обираються перiодичнi середовища з малим коефiцiєнтом мi-
кромасштабностi ε, який природно виникає через велику кiлькiсть блокiв.
Будуть визначенi осередненi задачi, розв’язки яких визначають наближе-
ну асимптотику розв’язкiв таких задач. Осередненi задачi є або задачами
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зi згортками або задачами зi сталими коефiцiєнтами для однорiдних сере-
довищ, що значно спрощує чисельне розв’язання i комп’ютерну симуляцiю
для таких задач, якi моделюють хвильовi процеси у пористих середовищах.

Метод осереднення первинно ґрунтувався на асимптотичних розвинен-
нях [1, 2]. Згодом з’ясувалося, що набагато простiше довести збiжнiсть або
двомасштабну збiжнiсть розв’язкiв до розв’язку деякої осередненої двомас-
штабної задачi. Проте, такi двомасштабнi задачi залежать вiд додаткових
змiнних i тип вiдповiдних рiвнянь таких задач не є очевидним. Крiм того,
точнiсть апроксимацiй у цьому випадку не була з’ясована i доведена.

Алгоритм визначення початкових асимптотичних розвинень розв’язкiв
нестацiонарних задач iз декiлькома параметрами було представлено та об-
ґрунтовано у [3, 4] та розвинуто у [5, 6]. Для такого визначення використо-
вувалося перетворення Лапласа для iзоморфного переведення (вiдповiдно
до [7]) нестацiонарних задач у стацiонарнi задачi з параметром, до яких
застосовувалися загальнi асимптотичнi методи, що запропонованi у [8] для
елiптичних рiвнянь довiльного порядку. Такий пiдхiд буде використовува-
тися i тут у роздiлах 2 та 3 для бiльш загальних задач. Точне формулюва-
ння проблеми, що розглядатиметься, наведено в наступному роздiлi.

1. Постановка задачi
Перiодичнi середовища з малим мiкромасштабом ε визначаються насту-

пним чином. Нехай для цiлого n ≥ 2 множина F1 є вiдкритою зв’язною
1-перiодичною (перiодичною з перiодом 1 за кожною з незалежних змiнних
x1, . . . , xn) пiдмножиною Rn з локально лiпшiцевою межею i F0 = Rn \ F1

є множиною з локально лiпшiцевою межею. Для додатного ε позначимо

F ε1 = εF1 = {εx : x ∈ F1}, F ε0 = εF0 = {εx : x ∈ F0}.
Таким чином, множини F1 = F 1

1 i F0 = F 1
0 зi спiльною межею ∂F1

цiлком визначаються множинами Y1 = F1 ∩ Y й Y0 = F0 ∩ Y з межею
Γ = ∂F1 ∩ Y , де Y = (0, 1)n позначає комiрку перiодичностi. Так заданi
множини Y1 i Y0 розбивають комiрку перiодичностi Y на двi множини,
що роздiленi спiльною межею Γ. Припускається, що Y1 та Y0 є множинами
додатної мiри Лебега |Y1| та |Y0| у просторi Rn.

Нехай також задано обмежену область Ω ⊂ Rn. Множини F ε1 та F ε0 для
досить малого фiксованого ε природно визначають моделi для пористих
середовищ з ε-перiодичною структурою Ωε

1 = F ε1 ∩ Ω та Ωε
0 = F ε0 ∩ Ω, яки

вiдповiдають блокам i розламам в областi Ω та обмеженi межею ∂Ω цiєї
областi Ω. Приклади таких пористих середовищ наведено на рисунку.

Для таких пористих середовищ визначимо дiйснi коефiцiєнти щiльностi
та матрицi проникностi блокiв i розламiв в областi Ω рiвностями

mε
µ = µm0(x/ε), rεµ = µ r0(x/ε) в Ωε

0,

Aεσ = σA0(x/ε), bε = b0(x/ε) в Ωε
0,

mε
µ = m1(x/ε), rεµ = r1(x/ε), Aεσ = A1(x/ε), bε = b1(x/ε) в Ωε

1,

де µ i σ є додатними параметрами та ε є малим параметром. Надалi для
визначеностi 0 < µ ≤ 1, 0 < σ ≤ 1 i 0 < ε ≤ ε0 для деякого додатного ε0.
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Передбачається, що всi функцiї m0(y), m1(y), r0(y), r1(y) та елементи
матриць A0(y), A1(y), b0(y), b1(y) з цих рiвностей є визначеними i обме-
женими для y ∈ Y . Крiм того, матрицi A0(y) та A1(y) є симетричними
та елiптичними для y ∈ Y . Тут елiптичнiсть означає, що знайдуться такi
сталi α та β, що в матричному розумiннi виконуються нерiвностi

0 < αE ≤ A0(y) ≤ βE, 0 < αE ≤ A1(y) ≤ βE,

де y ∈ Y та E є одиничною матрицею. Отже, елементи матрицi Aεσ мо-
жуть бути розривними на межi ∂Ωε

1 \ ∂Ω, що роздiляє Ωε
0 i Ωε

1, оскiльки
обмеження таких елементiв на Ωε

0 i Ωε
1 можуть не спiвпадати на цiй межi.

Припускається також, що m0(y), m1(y) вiддiленi вiд нуля для y ∈ Y i тому

α ≤ m0 ≤ β, α ≤ m1 ≤ β, |r0| ≤ β, |r1| ≤ β, |b0| ≤ β, |b1| ≤ β.
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Рис 1. Моделi пористих середовищ
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Нехай задано функцiї f ∈ L2(0, T ;L2(Ω)), u0 ∈ H1(Ω), u1 ∈ L2(Ω) i таку
вектор функцiю g ∈ L2(0, T ;L2(Ω)n), що g′t ∈ L2(0, T ;L2(Ω)n), де додатне
T є фiксованим. Тут i надалi використовуються простори дiйснi функцiй,
визначення яких наведено, наприклад, у [9]. Визначимо u = u(t, x) як
розв’язок у сенсi розподiлiв початково-крайової задачi

mε
µ u
′′
tt − divAεσ (∇u + bεg ) = rεµ f в Ω×(0, T ), (1)

u
∣∣
t=0

= %εu0, u
′
t

∣∣
t=0

= ϕεu1 в Ω, u = 0 на ∂Ω×(0, T ),

де осцилюючi множники %ε = %(x/ε), ϕε = ϕ(x/ε) були введенi для повноти
подальшого контексту i передбачається, що %(y) та ϕ(y) є 1-перiодичними
регулярними функцiями. Коефiцiєнти рiвняння такої проблеми визначаю-
ться перiодичними функцiями, комiркою перiодичностi яких є куб. Можна
було б обрати як комiрку перiодичностi довiльний невироджений паралеле-
лiпiпед. Однак, завжди можна перетворити такий паралелелiпiпед на куб
за допомогою невиродженого перетворення, врахування якого в рiвняннi
задачi (1) призведе до елiптичних матриць A0 та A1 навiть якщо первiсно
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цi матрицi були одиничними. Доданок bεg у рiвняннi задачi (1), характери-
зує зазвичай сили гравiтацiї i матриця bε як правило є одиничною, але ця
матриця також може змiнюватися при невироджених перетвореннях.

Для фiксованих параметрiв µ, σ i ε задача (1) має єдиний розв’язок,
наприклад, вiдповiдно до [9]. Таким чином, можна спробувати побудувати
асимптотичнi розвинення такого розв’язку.

2. Регулярнi асимптотичнi розвинення розв’язкiв
Рiвняння задачi (1) є гiперболiчним для фiксованих параметрiв µ, σ i ε.

Однак, при дуже малих µ або σ ця гiперболiчнiсть може вироджуватися.
Тому для початку розглянемо бiльш простий випадок σ = 1.

Введемо позначення U = û, F = f̂ та G = ĝ для перетворень Лапласа
розв’язкiв та даних iз задачi (1). Наприклад, за визначенням маємо

û(t) =

∫ ∞
0
e−z tu(t) dt = U(z)

де x ∈ Ω розглядається як параметр i комплексний параметр z зазвичай
належить комплекснiй пiвплощинi C0 = {z ∈ C : z = z1 + iz2, z1 > 0}.

Застосовуючи перетворення Лапласа до задачi (1), маємо для U ∈ H1
0 (Ω)

еквiвалентну задачу з комплексним параметром

mε
µ z

2 U − divAεσ (∇U + bεG ) = mε
µ (z %εu0 + ϕεu1) + rεµ F в Ω, (2)

де z ∈ C0. Подальшi подробицi про таку еквiвалентнiсть можна знайти у [7].
Для фiксованого z ∈ C0 слiдуючи [1, 2] асимптотичне наближення до

розв’язку задачi (1) можна обрати у виглядi

Ua = V (x) + ε V1(x, x/ε) + ε2V2(x, x/ε) + ε3V3(x, x/ε), (3)

де функцiї V1(x, y), V2(x, y), V3(x, y) є 1-перiодичними за змiнною y ∈ Rn.
Для визначення доданкiв асимптотичного розвинення (3), наступнi двi

формули для функцiй виду W (x, x/ε), якi залежать вiд ε спецiальним чи-
ном, будуть часто використовуватися надалi

∇(W (x, x/ε)) =
(
ε−1∇yW (x, y) +∇xW (x, y)

)∣∣
y=x/ε

, (4)

div(W (x, x/ε)) =
(
ε−1divyW (x, y) + divxW (x, y)

)∣∣
y=x/ε

.

Пiдставимо рiвнiсть (3) замiсть U до рiвняння (2) та врахуємо (4). Тодi,
зберiгаючи лише суттєвi для подальшого доданки, отримуємо

m1
µ z

2 V − ε−1divy(A1
1∇yV1)− ε−1divyA1

1(∇xV + b1G )−

− divy(A1
1∇yV2)− divxA1

1(∇xV + b1G )− divx(A1
1∇yV1)− (5)

− divy(A1
1∇xV1)− ε divx(A1

1∇xV1)− ε divx(A1
1∇yV2)−

− ε divy(A1
1∇xV2)− ε divy(A1

1∇yV3) = m1
µ (z %1u0 + ϕ1u1) + r1

µ F

при y = x/ε i x ∈ Ω, де, наприклад, за визначенням m1
µ = m1(y) для y ∈ Y1

та m1
µ = µm0(y) для y ∈ Y0. Нагадаємо, що розглядається випадок σ = 1.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε−1 в асимптотичнiй рiвностi (5) маємо

− divy(A1
1(y)∇yV1(x, y)) = divy(A1

1(y)∇xV (x) +A1
1(y) b1(y)G(x)). (6)
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Така рiвнiсть буде виконана, якщо обрати V1 = Na(y)∇xV (x) + Nb(y)G(x)
та визначити вектор функцiї Na(y) i Nb(y) як 1-перiодичнi розв’язки задач

− divy(A1
1∇yNa) = divyA1

1, − divy(A1
1∇yNb) = divyA1

1 b
1. (7)

Вiдомо [1, 2], що таки розв’язки задач (7) iснують i визначенi з точнiстю
до сталих, якi фiксуватимемо умовами

∫
Y Na(y) dy = 0 та

∫
Y Nb(y) dy = 0.

Таким чином, у рiвностi (6) вдалося роздiлити змiннi x та y i цi рiвно-
стi виконанi для всiх x та y, зокрема, при y = x/ε. За такого вибору V1

коефiцiєнти при ε−1 в асимптотичнiй рiвностi (5) дорiвнюють нулю.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0 в асимптотичнiй рiвностi (5) маємо

− divy(A1
1∇yV2) = divx

(
(A1

1+A1
1∇yNa)∇xV + (A1

1b
1+A1

1∇yNb)G
)

+ (8)

+ divy
(
A1

1Na∇2
xV +A1

1Nb∇xG
)
+m1

µ%
1z u0 +m1

µϕ
1u1 + r1

µ F −m1
µ z

2 V,

де було враховано в очевидних позначеннях, що V1 = Na∇xV +NbG.
За аналогiєю з (6) розглянемо цю рiвнiсть як 1-перiодичну задачу для

V2 = V2(x, y) при фiксованому x ∈ Ω. Вiдомо [2], що ця задача є коректною
тодi i лише тодi, коли права частина ортогональна 1 у L2(Y ) i тому

mz2 V − divxA(∇xV ) = divxBG+m%z u0 +mϕu1 + rF, (9)

де сталi та матрицi зi сталими компонентами визначено такими рiвностями

m =

∫
Y

m1
µ(y) dy =µ

∫
Y0

m0(y) dy +

∫
Y1

m1(y) dy ≡ µm0 +m1,

r =

∫
Y

r1
µ(y)dy, m% =

∫
Y

m1
µ(y)%1(y)dy, mϕ =

∫
Y

m1
µ(y)ϕ1(y)dy, (10)

A =

∫
Y

(
A1

1(y)+A1
1(y)∇yNa(y)

)
dy, B =

∫
Y

(
A1

1(y)b1(y)+A1
1(y)∇yNb(y)

)
dy.

Рiвнiсть (9) визначає осереднену задачу зi сталими коефiцiєнтами для
задачi (1). Дiйсно, застосовуючи зворотне перетворення Лапласа до цiєї
рiвностi маємо для v = v(t, x) таку осереднену початково-крайову задачу

mv′′tt − divA (∇v) = r f + divB g в Ω×(0, T ), (11)

v
∣∣
t=0

= m−1m%u0, v
′
t

∣∣
t=0

= m−1mϕu1 в Ω, v = 0 на ∂Ω×(0, T ),

оскiльки m
(
z2 V − z v

∣∣
t=0
− v′t

∣∣
t=0

)
збiгається з перетворенням Лапласа вiд

другої похiдної mv′′tt. Вiдзначимо також, що A = B у разi коли bε = E.
Вiдомо [2], що матриця A елiптична i тому єдиний розв’язок задачi (11)

iснує i є регулярним для регулярних даних. Отже, визначено два додан-
ки в асимптотичному наближеннi (3). Для визначення третього доданку
V2(x, y) вiднiмемо вiд (8) рiвнiсть (9) для перетворення Лапласа v̂ = V вiд
розв’язку задачi (11). Тодi, у природних позначеннях, отримуємо

− divy
(
A1

1∇yV2

)
=
(
divyA1

1Na + Ã
)
∇2
xV +

(
divyA1

1Nb + B̃
)
∇xG+ (12)

+ m̃%z u0 + m̃ϕu1 + r̃ F − m̃ z2 V,
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де 1-перiодичнi матричнi функцiї та 1-перiодичнi функцiї

Ã = A1
1 +A1

1∇yNa −A, B̃ = A1
1b

1 +A1
1∇yNb −B,

m̃% = m1
µ%

1−m%, m̃ϕ = m1
µϕ

1−mϕ, r̃ = r1
µ− r, m̃ = m1

µ−m

є такими, що їх компоненти i самi функцiї ортогональнi 1 у просторi L2(Y ).
Таким чином, рiвнiсть (12) i тому рiвнiсть (8) є виконаними, якщо обрати

V2 = N1
a (y)∇2

xV (x) +N1
b (y)∇xG(x) + (13)

+N%(y)z u0(x) +Nϕ(y)u1(x) + Nr(y)F (x)−Nm(y) z2 V (x),

та визначити, наприклад, функцiї Nr i Nm як 1-перiодичнi розв’язки задач

− divy(A1
1∇yNr) = r̃, divy(A1

1∇yNm) = m̃. (14)

Вiдомо [2], що таки розв’язки задач (14) iснують i визначенi з точнiстю до
сталих, якi фiксуватимемо умовами

∫
Y Nr(y) dy = 0 та

∫
Y Nm(y) dy = 0.

Аналогiчно, можна визначити 1-перiодичнi функцiї N%(y), Nϕ(y) та матри-
чнi функцiї N1

a (y), N1
b (y) у рiвностi (13). За такого вибору V2 усi коефiцi-

єнти при ε0 в асимптотичнiй рiвностi (5) дорiвнюють нулю.
Отже, асимтотична рiвнiсть (5) виконана з точнiстю до O(ε), принаймнi

для досить регулярних даних та V3 = 0 у визначеннi (3). Тому асимптоти-
чне розвинення Ua(x, x/ε) наближає також рiвняння задачi (2) з точнiстю
до O(ε). Слiдуючи [3, 4] i використовуючи зворотне перетворення Лапласа
вiд Ua(x, x/ε) можна перевiрити енергетичними методами, що з останнього
твердження випливає, наприклад, така оцiнка точностi

‖u− v‖2C0([0,T ];L2(Ωε
1)) + µ ‖u− v‖2C0([0,T ];L2(Ωε

0)) ≤ C ε, (15)

де u є розв’язком задачi (1), v є розв’язком осередненої задачi (11) i стала
C не залежить вiд µ i ε при 0 < µ ≤ 1, 0 < ε ≤ ε0 для вiдповiдного ε0.

Крiм того, для випадку малих µ можна вивести таку оцiнку точностi

‖u− v0‖2C0([0,T ];L2(Ωε
1)) + µ ‖u− v0‖2C0([0,T ];L2(Ωε

0)) ≤ C
(
ε+ µ2

)
, (16)

де u є розв’язком задачi (1), v0 є розв’язком задачi (11) при µ = 0 i стала
C не залежить вiд µ i ε при 0 < µ ≤ µ0, 0 < ε ≤ ε0 для вiдповiдних µ0 i ε0.

Можна також визначити V3 = V3(x, x/ε) в асимптотичному наближеннi
(3) так, щоб Ua(x, x/ε) наближало рiвняння задачi (2) з точнiстю до O(ε2).
Однак це не призводить до покращення показника степенi ε в оцiнках то-
чностi (15) i (16), оскiльки доданок V1 = Na∇xV +NbG з розкладання (3)
може не задовольняти однорiдним крайовим умовам на межi ∂Ω. Насправдi
для перевiрки наведених оцiнок точностi достатньо обмежитися випадком
V2 = 0 та V3 = 0 у визначеннi (3). До того ж, використовувати безпосе-
редньо V2 = V2(x, x/ε) у перевiрцi таких оцiнок не зручно, оскiльки пiсля
застосування зворотного перетворення к (13) у цiй рiвностi виникають таки
дельта-функцiї (N% −m−1m%Nm) δ′t(t)u0 та (Nϕ −m−1mϕNm) δ(t)u1.

Для усунення таких дельта-функцiй з цiєї рiвностi можна представити
асимптотичне наближення для розв’язку задачi (1) у виглядi va=ua+ε2w′′tt,
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де ua позначає зворотне перетворення Лапласа вiд Ua з визначення (3)
при V3 = 0, а w задовольняє початковим умовам

w
∣∣
t=0

= −(N% −m−1m%Nm)u0, w
′
t

∣∣
t=0

= −(Nϕ −m−1mϕNm)u1 в Ω

та перетворення Лапласа вiд w′′tt задовольняє рiвняння задачi (2) з точнi-
стю до O(ε). Таке w нескладно визначити i w = 0 тiльки, якщо % = ϕ = 1.
Проте, таке уточнення не покращує оцiнки точностi (15) i (16). Крiм того,
використовуючи простi асимптотичнi розвинення можна довiльно полiпши-
ти показник степенi малого параметра µ в оцiнцi (16) вiдповiдно до [4].

Таким чином, при моделюваннi хвильових процесiв у пористих середови-
щах замiсть розв’язання задачi (1) (наприклад, чисельного) можна розв’я-
зувати осереднену задачу (11) з гарантованою точнiстю для малих ε. При-
родно, що чисельне розв’язання задачi (1) значно складнiше розв’язання
задачi (11), оскiльки потрiбна дуже дрiбна розрахункова сiтка, щоб враху-
вати геометрiю дуже великого числа блокiв в областi Ω.

3. Сингулярнi асимптотичнi розвинення розв’язкiв
Припустимо далi, що σ є малим параметром у задачi (1). У такому ви-

падку втрачається гiперболiчнiсть задачi (1) на частинi областi Ωε
0, яка

вiдповiдає блокам. Це призводить до необхiдностi замiни 1-перiодичних
задач (7) i (14) (якi прийнято називати задачами на комiрцi) на задачi
Неймана на частинi комiрцi Y1, що вiдповiдає розламам.

У зв’язку з цим нагадаємо наступне твердження про розв’язання таких
проблем. Це твердження добре вiдоме у разi обмежених коефiцiєнтiв та
гладкої межi Γ = ∂Y1 (як пiдмноговида n-вимiрного тора). Для липшице-
вих коефiцiєнтiв та межi це твердження доведено в [10].

Лема 1. Нехай V ∈ L2(Y1), W ∈ H−1/2
per (Γ) i D ∈ L2(Y1)n є такими, що∫

Y1

V (y) dy =

∫
Γ
W (s) ds,

де Y1 розглядається як пiдмноговид n-вимiрного тора. Тодi iснує єдиний
розв’язок U ∈ H1

per(Y1)/R наступної 1-перiодичної проблеми Неймана:

− divy(A1∇yU) = V +divyD в Y1, −Υ·(A1∇yU) = W + Υ·D на Γ,

де Υ – зовнiшня нормаль до Γ та Υ·D – скалярне множення Υ на D.

Вiдповiдно до припущень область Ω складена з двох областей Ωε
0 i Ωε

1, якi
роздiленi загальною межею Γε = ∂Ωε

1 \ ∂Ω. Тому, слiдуючи [2], задачу (1)
можна перезаписати в еквiвалентному виглядi як початково-крайову зада-
чу з умовами спряження на межi роздiлу цих областей:

µmε
0 u
′′
tt − σ divAε0 (∇u + bε0 g ) = µ rε0 f в Ωε

0×(0, T ),

mε
1 u
′′
tt − divAε1 (∇u + bε1 g ) = rε1 f в Ωε

1×(0, T ), (17)

u
∣∣
t=0

= %εu0, u
′
t

∣∣
t=0

= ϕεu1 в Ω, u = 0 на ∂Ω×(0, T ),

Υε ·(Aε1∇u +Aε1 b
ε
1 g ) = σΥε ·(Aε0∇u +Aε0 b

ε
0 g ) на Γε×(0, T )
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и u ∈ H1
0 (Ω) для майже всiх t ∈ (0, T ). Остання рiвнiсть означає непе-

рервнiсть потокiв на внутрiшнiй межi (поверхнi контакту середовищ, що
розглядаються). У такiй рiвностi, наприклад, слiд Υε ·(Aε1∇u +Aε1 b

ε
1 g) у

точцi x0 ∈ Γε обчислюється як граничне значення при x → x0 функцiї
Υε ·(Aε1∇u +Aε1 b

ε
1 g), яка розглядається у внутрiшнiх точках x ∈ Ωε

1. Тут
i надалi Υε позначає зовнiшню нормаль до локально липшицевої межi Γε
та введено позначення mε

0 = m0(x/ε), Aε0 = A0(x/ε), . . . , rε1 = r1(x/ε).
Еквiвалентна форма (17) для задачi (1) точно пояснює, що розгляда-

ються середовища з малими коефiцiєнтами щiльностi та проникностi на
частини Ωε

0 при малих µ та σ. Зрозумiло, що можна помножити рiвняння
у задачi (17) на σ−1 та розглядати випадок великих коефiцiєнтiв щiль-
ностi та проникностi на частини Ωε

1 при малих σ та µ = σ. Вiдповiдно,
помножуючи цi рiвняння на σ−1/2 можна розглядати випадок малих кое-
фiцiєнтiв на Ωε

0 i великих на Ωε
1 при малих σ та µ = σ. Можливi i iншi

варiанти при множеннi на µ−κ. Звичайно, що такi множення не впливають
на остаточний вид асимптотичних розвинень розв’язкiв задачi (1).

Застосовуючи перетворення Лапласа до задачi (17) в позначеннях з (2),
маємо для U ∈ H1

0 (Ω) еквiвалентну задачу з комплексним параметром

µmε
0 z

2 U − σdivAε0 (∇U + bε0G ) = µmε
0 (z %εu0 + ϕεu1) + µ rε0 F в Ωε

0,

mε
1 z

2 U − divAε1 (∇U + bε1G ) = mε
1 (z %εu0 + ϕεu1) + rε1 F в Ωε

1, (18)

Υε ·(Aε1∇U +Aε1 b
ε
1G ) = σΥε ·(Aε0∇U +Aε0 b

ε
0G ) на Γε.

У вiдповiдностi з [8] для побудови асимтотики розв’язку задачi (18)
слiд передусiм описати ядро оператора старшого порядку на 1-перiодичних
функцiях при ε = 1. Для першого рiвняння (18) таке ядро є тривiальним,
наприклад, при σ = ε2, а для другого рiвняння ядро утворено функцiями,
якi є кратними 1. Тому асимптотику на множинi Ωε

1 будемо шукати у ви-
глядi (3) при V3 = 0, а для визначення асимптотики на множинi Ωε

0 додамо
в (3) функцiю V0 = V0(x, x/ε), яка дорiвнює нулю на Ωε

1. Отже, маємо

Ua = V (x) + ε V1(x, x/ε) + ε2V2(x, x/ε) + V0(x, x/ε). (19)

Зазначимо, що вибiр форми першого доданку, що залежить тiльки вiд x,
якраз пов’язаний з тим, що ядро утворене функцiями, якi є кратними 1.

Пiдставимо рiвнiсть (19) замiсть U до другого рiвняння з (18) та враху-
ємо (4). Тодi, зберiгаючи лише суттєвi для подальшого доданки, маємо в
точностi асимптотичну рiвнiсть (5), що розглядається при y = x/ε i x ∈ Ωε

1.
Аналогiчно, для умов спряження з (18) отримуємо

Υ·(A1∇yV1 +A1∇xV +A1b1G+ εA1∇yV2 + εA1∇xV1) = (20)

= εΥ·(ϑA0∇yV0 + ε ϑA0∇xV0 + ε ϑA0∇xV + ε ϑA0 b0G+ ε ϑA0∇yV1)

при y = x/ε i x ∈ Γε, де ϑ = σ/ε2 розглядається як параметр.
Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε−1 в асимптотичнiй рiвностi (5) маємо

рiвняння (6). Вiдповiдно, коефiцiєнт при ε0 в (20) можна записати у формi

−Υ·(A1∇yV1) = Υ·(A1∇xV +A1b1G) при y = x/ε i x ∈ Γε.
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Таким чином, можна обрати V1 = N1
a (y)∇xV (x) +N1

b (y)G(x) та визначити
вектор функцiї N1

a (y) i N1
b (y) як 1-перiодичнi розв’язки задач Неймана

− divy(A1∇yN1
a ) = divyA1 в Y1, −Υ·

(
A1∇yN1

a

)
= Υ·A1 на Γ, (21)

− divy(A1∇yN1
b ) = divyA1 b1 в Y1, −Υ·

(
A1∇yN1

b

)
= Υ·A1 b1 на Γ,

В силу леми 1 таки розв’язки задач (21) iснують i визначенi з точнiстю до
сталих, якi фiксуватимемо умовами

∫
Y1
N1
a (y) dy = 0 та

∫
Y1
N1
b (y) dy = 0.

Продовжимо такi вектор функцiї на Y0 як 1-перiодичнi розв’язки задач

− divy(A0∇yN1
a ) = 0 в Y0, N1

a = N1
a на Y1, (22)

− divy(A0∇yN1
b ) = 0 в Y0, N1

b = N1
b на Y1.

Прирiвнюючи коефiцiєнти при ε0 в асимптотичнiй рiвностi (5) маємо
рiвняння (8). Вiдповiдно, коефiцiєнт при ε1 в (20) можна записати у формi

−Υ·(A1∇yV2) = −Υ·(ϑA0∇yV0) + Υ·
(
A1N

1
a∇2

xV +A1N
1
b∇xG

)
при y = x/ε i x ∈ Γε. За аналогiєю з (6) розглянемо рiвняння (8) з такими
крайовими умовами як 1-перiодичну задачу для V2(x, y) при фiксованому
x ∈ Ω. В силу леми 1 така задача є коректною тодi i лише тодi, коли

m1z2V−divxA1(∇xV )=divxB1G+m1
%z u0+m1

ϕu1+r
1F+ϑ

∫
Γ

Υ·A0∇yV0ds. (23)

Тут сталi m1, m1
%, m1

ϕ, r1 та матрицi A1, B1 зi сталими компонентами
визначено рiвностями (10), де iнтеграли по Y замiнено на iнтеграли по Y1.

Пiдставимо рiвнiсть (19) замiсть U до першого рiвняння з (18) та врахує-
мо (4). Тодi, зберiгаючи лише суттєвi для подальшого доданки, отримуємо

µm0z
2V0 − ϑdivy(A0∇yV0) = µr0F + µm0(z%u0 + ϕu1)− µm0z

2V (24)

при y = x/ε i x ∈ Ωε
0, де ϑ = σ/ε2 розглядається як параметр. Така

рiвнiсть буде виконана, якщо обрати V0 = V0(z, x, y) у виглядi

V0 = Pr(z, y)F (z, x)+P%(z, y)z u0(x)+Pϕ(z, y)u1(x)−Pm(z, y)z2V (z, x), (25)

де Pr, P%, Pϕ, Pm визначаються як 1-перiодичнi розв’язки таких задач

µm0(z2Pr −m−1
0 r0)− ϑdivy(A0∇yPr) = 0 в Y0, Pr = 0 на Y1,

µm0(z2P% − %)− ϑdivy(A0∇yP%) = 0 в Y0, P% = 0 на Y1, (26)

µm0(z2Pϕ − ϕ)− ϑdivy(A0∇yPϕ) = 0 в Y0, Pϕ = 0 на Y1,

µm0(z2Pm − 1)− ϑdivy(A0∇yPm) = 0 в Y0, Pm = 0 на Y1,

Зазначимо, що зворотне перетворення Лапласа вiд таких задач визначає
еквiвалентнi нестацiонарнi 1-перiодичнi задачi на комiрцi наступного виду

µm0(pr)
′′
tt − ϑ divy(A0∇y pr) = 0 в Y0×(0,∞),

pr
∣∣
t=0

= 0, (pr)
′
t

∣∣
t=0

= m−1
0 r0 в Y0, pr = 0 на Y1×(0,∞),

µm0(p%)
′′
tt − ϑ divy(A0∇y p%) = 0 в Y0×(0,∞), (27)

p%
∣∣
t=0

= 0, (p%)
′
t

∣∣
t=0

= %(y) в Y0, p% = 0 на Y1×(0,∞)
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та pϕ, pm є розв’язками аналогiчних задач, де p̂r = Pr, p̂% = P%, p̂ϕ = Pϕ,
p̂m = Pm є перетвореннями Лапласа таких розв’язкiв. Добре вiдомо [9], що
вiдповiднi розв’язки задач (27) iснують та визначенi однозначно. Таким
чином, функцiя V0 = V0(z, x, y) є визначеною i рiвнiсть (24) має вигляд

ϑ divy(A0∇yV0) = µm0(z2Pr −m−1
0 r0)F − (28)

−µm0(z2Pm − 1)z2V + µm0(z2P% − %)zu0 + µm0(z2Pϕ − ϕ)u1.

Проiнтегруємо цю рiвнiсть по Y0 та частинами. Тодi отримуємо

−ϑ
∫
Γ

Υ·A0∇yV0 ds = µSrF −µSm(z2V − (m1
%/m

1)z u0− (m1
ϕ/m

1)u1) + (29)

+µ(S% − (m1
%/m

1)Sm)z u0 + µ(Sϕ − (m1
ϕ/m

1)Sm)u1,

де

Sr =

∫
Y0

m0(z2Pr −m−1
0 r0)dy, Sm =

∫
Y0

m0(z2Pm − 1)dy

та аналогiчнi рiвностi для S% i Sϕ. Зворотне перетворення Лапласа вiд
таких функцiй, що залежать тiльки вiд z ∈ C0, визначається рiвностями

sr=

∫
Y0

m0(pr)
′′
ttdy, sm=

∫
Y0

m0(pm)′′ttdy, s%=

∫
Y0

m0(p%)
′′
ttdy, sϕ=

∫
Y0

m0(pϕ)′′ttdy,

що залежать тiльки вiд t∈ [0,∞), де pr, pm, p%, pϕ є розв’язками задач (27).
Рiвнiсть (23) з урахуванням (29) визначає осереднену проблему для зада-

чi (1). Дiйсно, застосовуючи зворотне перетворення Лапласа до цiєї рiвностi
маємо для v = v(t, x) таку осереднену початково-крайову задачу

m1 v′′tt − µ sm∗ (v′′tt) − divA1 (∇v) = r1f − µ sr∗ f + divB1g +

+µ(s% − (m1
%/m

1)sm)′t u0 + µ(sϕ − (m1
ϕ/m

1)sm)u1 в Ω×(0, T ), (30)

v
∣∣
t=0

= (m1
%/m

1)u0, v
′
t

∣∣
t=0

= (m1
ϕ/m

1)u1 в Ω, v = 0 на ∂Ω×(0, T ),

де ∗ позначає оператор згортки вiдносно t, наприклад, за визначенням

sm∗ (v′′tt) =

∫ t

0
sm(t− τ)(v′′ττ (τ, x)) dτ.

Вiдомо [2], що матриця A1 є елiптичною. Для однорiдних початкових
умов в [4] доведено, що єдиний розв’язок такої задачi iснує для фiксовано-
го µ i є регулярним для регулярних f та g. Отже, визначено три доданки в
(19). Для четвертого доданку V2(x, y) можна отримати визначення, яке ана-
логiчне (13). Можна бiльш загально визначити V0 = V 0

0 (x, y) + ε V 1
0 (x, y) в

(19). Однак, вiдповiдна рiвнiсть для V 1
0 (x, y), яка аналогiчна (25), мiстити-

ме шiстнадцять доданкiв i буде дуже громiздкою. Зазначимо, що зворотне
перетворення вiд наближення (19) для V2 = 0 має таке представлення

va = v + εN1ε
a ∇v + εN1ε

b g + pεr∗ f + (p̃ε%)
′
tu0 + (p̃εϕ)u1 − pεm∗ (v′′tt)

вiдповiдно (25), де pεr = pr(t, x/ε), pεm = pm(t, x/ε), p̃ε% = pε%−(m1
%/m

1) pεm,
p̃εϕ = pεϕ−(m1

ϕ/m
1) pεm визначаються задачами (27) i дорiвнюють 0 на Ωε

1.
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Для однорiдних початкових умов слiдуючи [3, 4] можна перевiрити, що
з останнього представлення випливає, наприклад, така оцiнка точностi

‖u− v‖2C0([0,T ];L2(Ωε
1)) + µ ‖u− va‖2C0([0,T ];L2(Ωε

0)) ≤ C (ε+ σ),

де u є розв’язком задачi (1), v є розв’язком осередненої задачi (30) i стала
C не залежить вiд µ, σ i ε при 0 < µ ≤ 1, 0 < σ ≤ σ0 i 0 < ε ≤ ε0. Таку
оцiнку точностi можна уточнити також для досить малих µ.

Таким чином, при моделюваннi хвильових процесiв у пористих середови-
щах замiсть розв’язання задачi (1) (наприклад, чисельного) можна розв’я-
зувати осереднену задачу (30) з гарантованою точнiстю для малих ε i σ.
Крiм того, наведенi оцiнки точностi вiдображають появу сильно осцилюю-
чих доданкiв у розвиненнi розв’язков задачi (1), що характеризує втрату
енергiї на блоках з низькою проникнiстю i може бути використане для про-
ектування хвиле-поглинаючих композицiйних матерiалiв.

Робота виконана за пiдтримки Мiнiстерства освiти i науки України: про-
єкт 0122U002026 та грант Мiнiстерства освiти i науки України на перспе-
ктивний розвиток наукового напряму «Математичнi науки та природознав-
ство» у Київському нацiональному унiверситетi iменi Тараса Шевченка.
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