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Abstract. In this paper, a new method for solving systems of non-
linear equations is introduced, obtained by combining Shamanskii’s
method with line search. Local applicability and global convergence
of the new method are proven. Its efficiency is demonstrated on a
ten-dimensional test problem.
Keywords: Shamanskii’s method, Newton’s method, systems of
nonlinear equations, line search, iteration methods.

Анотацiя. У статтi пропонується новий метод для розв’язання
систем нелiнiйних рiвнянь, отриманий шляхом поєднання методу
Шаманського та лiнiйного пошуку. Доведено локальну застосов-
нiсть та глобальну збiжнiсть нового методу. Продемонстровано
його ефективнiсть на десятивимiрнiй тестовiй задачi.
Ключовi слова: метод Шаманського, метод Ньютона, системи
нелiнiйних рiвнянь, лiнiйний пошук, iтерацiйнi методи.

1. Вступ

Потреба у розв’язаннi систем нелiнiйних рiвнянь виникає усюди. Хоч
вигляд систем може бути найрiзноманiтнiшим, бiльшiсть можна звести до
стандартного вигляду:

F (x) = 0,
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де F : RN → RM . Часто N = M (кiлькiсть змiнних дорiвнює кiлькостi
рiвнянь), надалi ми будемо працювати саме з цим випадком.

Одним iз найвiдомiших методiв для розв’язання задачi пошуку коренiв
є метод Ньютона-Рафсона (або ж просто метод Ньютона) [1]. Ключовою
його перевагою є квадратична швидкiсть збiжностi. Водночас вiн вимагає
обчислення оберненої матрицi Якобi або її LU-факторизацiї на кожнiй iте-
рацiї. Для великих систем, якi виникають, примiром, для нелiнiйних крайо-
вих задач на системах звичайних диференцiальних рiвнянь, обчислення
навiть самої матрицi Якобi є занадто громiздкою задачею, щоб виконувати
її щоразу. Наприклад, такi системи виникають в задачах про взаємодiю
рiдини та конструкцiй та в задачах керування деформацiєю рiзницевих
сiток [2].

Через цей недолiк виникли модифiкацiї методу Ньютона, у яких уни-
кають використання безпосередньо матрицi F ′, а замiнюють її на набли-
ження. Такими модифiкацiями є метод Бройдена [3, 4], а також методи
BFGS, DFP, хорд тощо [6, 7].

В методi хорд матрицi Якобi використовується її значення на нульовому
наближеннi, умовно припускаючи, що F ′(xk) ≈ F ′(x0) [7]. Таким чином,
значно полегшується обчислення, але метод теж має лише q-лiнiйну збiж-
нiсть.

Тим часом мiж хордовим методом та методом Ньютона iснує компромiс:
чергувати iтерацiю методом Ньютона з декiлькома iтерацiями методом
хорд. Тобто використовувати матрицю Якобi, отриману на певнiй iтерацiї,
ще декiлька наступних iтерацiй. Цей компромiс полегшує обчислювальне
ярмо i водночас ми не втрачаємо високу швидкiсть збiжностi: алгоритм
залишається у класi алгоритмiв з q-порядком збiжностi ≥ 2.

Цю iдею запропонував український математик Володимир Євтихiйович
Шаманський. У своїй статтi, опублiкованiй 1967 року, вiн довiв локальну
збiжнiсть та установив її швидкiсть у термiнах r-збiжностi [8]. Частота
оновлення матрицi Якобi може бути нерегулярною, i саме такий загальний
випадок розглядався в статтi, однак у лiтературi здебiльшого пiд методом
Шаманського розумiють метод з оновленням матрицi Якобi кожнi m крокiв
(параметр оновлення позначають здебiльшогоm чи p). Метод залишається
актуальним досi, одна з нещодавних модифiкацiй методу Шаманського
з’явилася у 2022 роцi [9]. Всього вiдомо якнайменше шiсть модифiкацiй
методу.

Iншим недолiком методу Ньютона є вiдсутнiсть глобальної збiжностi для
достатньо широких класiв функцiй. Очевидно, що локальнiсть є невiд’єм-
ною характеристикою методу Ньютона, адже вiн ґрунтується на лiнеари-
зацiї, яка є достатньо точною лише у певному околi точки, вiдносно якої
будується лiнiйне наближення до функцiї. Звiсно, iснують теореми про
глобальну збiжнiсть для опуклих функцiй з деякими додатковими обмежен-
нями, однак цей клас функцiй настiльки невеликий, що можна стверджу-
вати, що метод Ньютона не є глобально збiжним. Ця вiдсутнiсть глобальної
збiжностi зберiгається i для методу Шаманського.
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Однак є певнi технiки, якi дозволяють все ж її досягти. Однiєю iз
таких технiк є лiнiйний пошук. Поєднання лiнiйного пошуку з методом
Шаманського уже зустрiчається у певних статтях, здебiльшого це сто-
сується саме задач оптимiзацiї. У цiй роботi увага зосереджена на задачi
пошуку коренiв.

2. Постановка задачi та допомiжнi вiдомостi

У статтi використовуються поняття r- та q-збiжностi в розумiннi C. Kel-
ley [7].

Нехай є нелiнiйне рiвняння F (x) = 0, де F : X → Y функцiя з банахового
простору X у банахiв простiр Y . Тодi метод Ньютона-Рафсона для пошуку
коренiв можна сформулювати наступним чином:

xk+1 = xk − [F ′(xk)]
−1F (xk) (1)

k = 0, 1, 2, ...,

де F ′ — похiдна Фреше функцiї F . Надалi, де нiчого iншого не вказано,
вважатимемо, що X,Y є евклiдовими просторами та X = Y .

Наведемо теорему про локальну збiжнiсть методу Ньютона [10]:

Теорема 1. Розглянемо вiдображення F : Rn → Rn i нехай ε > 0 та x∗
такi, що F є неперервно диференцiйовною на кулi B(x∗, ε), F (x∗) = 0 i
F ′(x∗) є невиродженою. Тодi iснує таке δ > 0, що якщо x ∈ B(x∗, δ), то
послiдовнiсть xk згенерована за формулою

xk+1 = xk − F ′(xk)−1F (xk)

є визначеною, збiгається до x∗ i задовольняє xk ∈ B(x∗, δ) для усiх k.
Якщо додатково xk 6= x∗ для усiх k, то:

lim
k→∞

||xk+1 − x∗||
||xk − x∗||

= 0.

Iншими словами, xk збiгається до x∗ q-надлiнiйно. Також для довiльного
r > 0 iснує таке δr > 0, що якщо xk ∈ B(x∗, δr), то:

||xk+1 − x∗|| ≤ r||xk − x∗||,

||F (xk+1)|| ≤ r||F (xk)||.
Якщо додатково припустити, що для деяких M > 0, L > 0 виконується

||F ′(x)− F ′(y)|| ≤ L||x− y|| ∀x, y ∈ B(x∗, ε),

||F ′(x)|| ≤M, ∀x ∈ B(x∗, ε),

то

||xk+1 − x∗|| ≤
1

2
LM ||xk − x∗||2 ∀k = 0, 1, ...,

i xk збiгається до x∗ q-надлiнiйно iз порядком мiнiмум 2.
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Нагадаємо, що лiнiйний пошук полягає у замiнi довiльного iтерацiйного
методу вигляду:

xk+1 = xk + pk

на
xk+1 = xk + αkpk.

Тобто вводиться скалярний параметр αk, котрий регулює довжину кроку.
Одним iз найпопулярнiших видiв лiнiйного пошуку є зворотний лiнiйний

пошук:

Algorithm 1. Зворотний лiнiйний пошук
Choose α > 0, ρ ∈ (0, 1), c ∈ (0, 1); Set α← α
repeat

α← ρα;
until f(xk + αpk) ≤ f(xk) + cα∇f(xk)

T pk
Terminate with αk = α.

У алгоритмi в якостi умови зупинки використовується умова:

f(xk + αpk) ≤ f(xk) + cα∇f(xk)
T pk. (2)

Цю рiвнiсть називають умовою чи правилом Армiхо.
Нагадаємо означення диференцiйовностi за Гато [6].

Означення 1. Вiдображення F : D ⊂ RN → RM називається диференцiйов-
ним за Гато у точцi x ∈ int(D), якщо iснує лiнiйний операторA ∈ L(RN ,RM )
такий, що ∀h ∈ RN виконується:

lim
t→0

||F (x+ th)− F (x)− tA(h)||
t

= 0. (3)

Вiдомо, що якщо F є диференцiйовним за Гато, то оператор A, який
задовольняє рiвнiсть у визначеннi, є єдиним. I такий оператор називають
похiдною Гато функцiї F . Якщо представити похiдну Гато функцiї F у
виглядi матрицi, то це буде матриця Якобi.

Наостанок, наведемо алгоритм Шаманського за [7]:
Нехай xc поточне наближення. Перехiд до наступного наближення x+

задається формулами нижче (m — фiксоване натуральне число).

y1 =xc − F ′(xc)−1F (xc)

yj+1 =yj − F ′(xc)−1F (yj), j = 1, 2, ...,m− 1

x+ =ym.

(4)

У науковiй лiтературi наявнi рiзнi способи змiнити алгоритм Шаман-
ського задля отримання нового алгоритму, зокрема, поєднання його з та-
кими методами:

1. Лiнiйний пошук. Такий пiдхiд використовують у статтях [11] та
[12], де розглядається задача оптимiзацiї.
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2. Метод довiрчої областi. Цей пiдхiд розглядається у статтях [13]
та [14, 15]. У останнiй використовується також i технiка лiнiйного
пошуку.

3. Кубiчна та квадратична регуляризацiя. Цей пiдхiд описаний в
статтi [9].

4. Прискорення за рахунок замiни F (x) = 0 на F (x)/F ′(x). Цей пiдхiд
розвинений у статтi [16].

Лiнiйний пошук є цiнним за рахунок того, що вiн часто допомагає забез-
печити монотоннiсть (спадання f(xk) у випадку мiнiмiзацiї та спадання
||F (xk)|| у випадку пошуку коренiв) та глобальну збiжнiсть для методiв,
якi були лише локально збiжними.

3. Виведення умови зупинки

Лема 1. Нехай функцiя f : D ⊆ Rn → R є диференцiйовною за Гато у
точцi x ∈ int(D) i нехай для деякого p ∈ Rn виконується f ′(x)T p > 0. Тодi
∀c1 ∈ (0, 1) iснує таке δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ)

f(x− αp) < f(x)− c1αf ′(x)T p.

Доведення. З рiвностi

lim
α→0

f(x− αp)− f(x)

α
+ (f ′(x), p) = 0

випливає, що для довiльного фiксованого c1 на промiжку (0, 1) та для
довiльного фiксованого c2 ∈ (1,+∞) для достатньо малих α виконується
умова:

f(x− αp)− f(x)

α
∈ (−c2L,−c1L),

де L = f ′(x)T p = (f ′(x), p) > 0. Тому ∃δ > 0 таке, що ∀α ∈ (0, δ) має мiсце
ланцюжок:

−c2αL < f(x− αp)− f(x) < −c1αL.
Тому

f(x− αp) < f(x)− c1αf ′(x)T p

i
f(x)− c2αf ′(x)T p < f(x− αp).

Лема доведена. �

Наслiдком наведеної вище леми є те, що зворотний лiнiйний пошук з
правилом Армiхо в якостi умови зупинки буде закiнчуватися за скiнченну
кiлькiсть крокiв.

Покажемо, що ми можемо застосувати цю теорему до f(x) = (F (x), F (x)),
та кроку −p = −F ′(x)−1F (x) (це крок Ньютона для функцiї F ).

Лема 2. Нехай функцiя F : RN → RN є диференцiйовною за Гато у точцi
x (i F ′(x) — похiдна F за Гато, або точнiше її матричне зображення, яке
є матрицею Якобi). Введемо функцiонал f(x) = (F (x), F (x)) : RN → R.
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Тодi f є теж є диференцiйовною функцiєю за Гато в точцi x i її похiдна
f ′G знаходиться за формулою:

f ′G = 2F (x)TF ′(x).

Доведення. Почнемо з того, що знайдемо границю l = limt→0
f(x+th)−f(x)

t ,

l = lim
t→0

(F (x+ th), F (x+ th))− (F (x), F (x))

t

l = l1 + l2,

де

l1 = lim
t→0

(F (x+ th), F (x+ th))− (F (x+ th), F (x))

t
та

l2 = lim
t→0

(F (x+ th), F (x))− (F (x), F (x))

t
.

Ми покажемо, що l1 та l2 iснують, як границi.

l1 = lim
t→0

(F (x+ th),
F (x+ th)− F (x)

t
)

Оскiльки скалярний добуток є неперервним функцiоналом по обох аргу-
ментах, то

l1 = (F (x), F ′(x)h).

Далi знаходимо

l2 = lim
t→0

(
F (x+ th)− F (x)

t
, F (x)),

l2 = (F ′(x)h, F (x)).

Оскiльки RN ,R є дiйсними гiльбертовими просторами, то скалярний добу-
ток є симетричним i l1 = l2. Отже,

l = l1 + l2 = 2(F (x), F ′(x)h) = 2F (x)TF ′(x)h.

Таким чином ми знайшли лiнiйний оператор A : RN → R такий, що:

lim
t→0

f(x+ th)− f(x)

t
= A(h).

Тому f є диференцiйовною за Гато з похiдною A : RN → R,

(A(h) = 2F (x)TF ′(x)h.

У матричному зображеннi: f ′G(x) = 2F (x)TF ′(x). �

Зауваження 1. f ′G позначає похiдну Гато функцiї, записану у рядок, а f ′
позначає похiдну, записану у стовпець (градiєнт).

Перед застосуванням теореми 1, потрiбно забезпечити виконання вка-
заних там умов:

1. f повинна бути визначена у околi x, що еквiвалентно визначеностi
F у околi x.
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2. Для диференцiйовностi f буде достатньо диференцiйовностi функцiї
F (а диференцiйовнiсть F — це одне зi стандартних припущень,
адже ми її похiдну використовуємо у самiй же формулi переходу
мiж iтерацiями).

3. Залишається умова f ′(x)T p > 0.

f ′(x)T p = f ′(x)TF ′(x)−1F (x)

Врахувавши, що f ′(x) = 2F (x)TF ′(x), маємо:

f ′(x)T p = 2F (x)TF ′(x)F ′(x)−1F (x) = 2F (x)TF (x) = 2||F (x)||2,
2||F (x)||2 > 0 за умови, що F (x) 6= 0.

Таким чином умови леми 1 виконуються, якщо у точцi xc визначена
iтерацiя Ньютона (тобто F є диференцiйовною, а F ′(xc) є невиродженою),
i xc не є розв’язком рiвняння F (x) = 0.

Iз леми 1 випливає: ∀c1 ∈ (0, 1) iснує таке δ > 0, що

||F (x− αp)||2 = f(x− αp) < f(x)− c1αf ′(x)T p = ||F (x)||2 − c1α(2||F (x)||2),
||F (x− αp)||2 < (1− 2c1α)||F (x)||2.

Теорема 2. Нехай у точцi xk для функцiї F : D → RN , int(xk) ⊆ D ⊆ RN ,
визначена iтерацiя Ньютона i pk = −F ′(xk)−1F (xk) — вiдповiдний крок.
Також нехай xk не є коренем рiвняння F (x) = 0. Тодi для довiльного
c ∈ (0, 2) iснує таке 0 < δ < 1/c, що:

||F (xk+1)|| <
√

(1− cαk)||F (xk)||,
де xk+1 = xk + αkpk та αk довiльне число з промiжку (0, δ).

Очевидно, що побудована вiдповiдним чином послiдовнiсть xk генерува-
тиме монотонно спадну послiдовнiсть нев’язок ||F (xk)||, адже:

||F (xk+1)|| <
√

(1− cαk)||F (xk)|| < ||F (xk)||.
Пiдсумовуючи, тепер ми можемо створити новий алгоритм, а саме: облад-

нати методШаманського (в якому кроки визначаються як кроки Ньютона),
лiнiйним пошуком зi зворотним пошуком α аналогiчним бектрекiнґу наведе-
ному в алгоритмi 1, умовою зупинки якого буде нерiвнiсть:

||F (xk+1)|| <
√

(1− cαk)||F (xk)||, (5)
Випишемо псевдокод, що вiдповiдає нерiвностi (5):

Algorithm 2. Лiнiйний пошук для методу Ньютона (1)
Parameters: ρ ∈ (0, 1), c ∈ (0, 2), α ∈ (0, 1/c), step pk; Set α← α
repeat

α← ρα;
until ||F (xk + αpk)|| <

√
(1− cα)||F (xk)||

Terminate with αk = α.
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4. Алгоритм
Запропонуємо алгоритм:

xk+1 = xk − αkJkF (xk),

де Jk = Jip+j = F ′(xip)
−1, j = 0, 1, ..., p− 1, i = 0, 1, ..., а αk обирається за

алгоритмом 2, який ми спершу вивели суто для методу Ньютона. Назвемо
його SM1, скорочення вiд Shamanskii Modification 1.

Algorithm 3. Модифiкацiя методу Шаманського SM1
Step 0. Choose x0 ∈ RN , ρ ∈ (0, 1), c ∈ (0, 2), ᾱ ∈ (0, 1/c), a positive integer
p.
Step 1. Set k := 0, i := 0.
Step 2.
if k = ip then

Compute F ′(x)−1 and set Jk := F ′(x)−1. Set i := i+ 1.
else

Set Jk := Jk−1, i := i+ 1.
end if
Step 3. Compute dk by solving Jkdk = −F (xk).
Step 4. Set xk+1 = xk + αkdk, where αk = Algorithm[2](ρ, c, ᾱ, step dk).
Step 5. k := k + 1. Go to step 2.

Зауваження 2. Те, чи ставити в умовi зупинки знак≤ чи<, має вирiшувати
розробник. На теоретичнi результати це не впливає.

5. Теореми про застосовнiсть та збiжнiсть
Для доведення теоретичних результатiв нам знадобиться наступна лема.

Лема 3. Нехай є диференцiйовна за Гато функцiя F : RN → RN , F (xc) 6=
0. Припустимо, що для матрицi F ′(xc) та певної матрицi J виконується:

||F ′(xc)J − I|| < 1,

де I — одинична матриця. Позначимо E := F ′(xc)J − I, e := ||E||. Тодi
крок d = −JF (xc) утворює з антиградiєнтом функцiї f(x) = (F (x), F (x))
гострий кут i виконується:

(−f ′(xc), d) ≥ 2(1− e)||F (xc)||2.
Зауваження 3. Формулювання теореми можна узагальнити на випадок,
коли областю визначення є певна множинаD, але тодi слiд накласти умову,
що розв’язок i кожне наближення, отримане внаслiдок iтерацiйного процесу,
лежать у внутрiшностi D.

Доведення. Скориставшись лемою 2, запишемо, чому дорiвнює (−f ′(xc), d):

(−f ′(xc), d) = 2F (xc)
TF ′(xc)JF (xc) =

= 2F (xc)
T (I + E)F (xc) = 2||F (xc)||2 + 2(F (xc), EF (xc)).
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За нерiвнiстю Кошi |(a, b)| ≤ ||a|| · ||b||:

(−f ′(xc), d) ≥ 2||F (xc)||2 − 2||F (xc)|| · ||EF (xc)||.
Враховуючи, що ||EF (xc)|| ≤ ||E|| · ||F (xc)||, а ||E|| < 1 за умовою, маємо:

(−f ′(xc), d) ≥ 2||F (xc)||2 − 2||E|| · ||F (xc)||2 > 2||F (xc)||2 − 2||F (xc)||2 = 0.

Отже, дiйсно крок спрямований проти градiєнта i виконується:

(−f ′(xc), d) ≥ 2(1− e)||F (xc)||2,

що i треба було довести. �

Наступним результатом буде наслiдок про те, що нерiвнiсть (5) можна
застосовувати у лiнiйному пошуку для методу подiбного до методу Ньютона,
де замiсть оберненої матрицi Якобi використовуються її наближення.

Лема 4. Нехай є диференцiйовна за Гато функцiя F : RN → RN , F (xc) 6=
0. Припустимо, що для матрицi F ′(xc) та певної матрицi J :

||F ′(xc)J − I|| < 1, (6)

де I — одинична матриця, тобто виконуються умови попередньої леми.)
Введемо позначення: E := F ′(xc)J − I, e := ||E||, d := −JF (xc). Тодi
∀c ∈ (0, 2) iснує таке δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ) виконується:

||F (xc + αd)||2 < (1− cα(1− e))||F (xc)||2.

Доведення. Використаємо теорему 1, адже внаслiдок леми вище крок d i
антиградiєнт функцiї f(x) = (F (x), F (x)) у точцi xc утворюють гострий
кут.
∀c1 ∈ (0, 1) iснує таке δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ):

f(xc + αd) < f(xc) + c1αf
′(xc)

Td.

Враховуючи також, що (f ′(xc), d) ≤ −2(1− e)||F (xc)||2, маємо:

||F (xc + αd)||2 < ||F (xc)||2 + c1αf
′(xc)

Td ≤ ||F (xc)||2 − 2c1α(1− e)||F (xc)||2,

||F (xc + αd)||2 < (1− 2c1α(1− e))||F (xc)||2.
Замiнивши довiльне c1 ∈ (0, 1) на довiльне c ∈ (0, 2), отримаємо шукану
нерiвнiсть. �

Наслiдок 1. Умову зупинки (5) для методу Шаманського бажано засто-
совувати лише тодi, коли Jip = F ′(xip)

−1 достатньо добре наближує
F ′(xip+1)

−1,..., F ′(xip+(p−1))
−1, тобто коли виконується нерiвнiсть (6). Iнакше

може трапитися так, що алгоритм лiнiйного пошуку не знайде потрiбного
α, навiть якщо працюватиме нескiнченно довго.

Тим не менш, якщо говорити про локальну збiжнiсть, то коли точки xk
належать достатньо малому околу розв’язку x∗ умова (6) починає автоматично
виконуватися, якщо F ′(x) є неперервною функцiєю (а це є також стандартним
припущенням на F ).
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Лема 5. Нехай F : RN → RN неперервно диференцiйовна функцiя. I нехай
x̄ ∈ RN — точка, в певному околi якої матриця Якобi F ′ є невиродженою.
Позначимо цей окiл O. Тодi

1. ∀q > 0 iснує таке δ1 > 0, що для довiльних x, y з кулi B(x̄, δ1) ⊆ O
має мiсце:

||F ′(x)F ′(y)−1 − I|| < q.

2. ∀ε > 0 iснує таке δ2 > 0, що для довiльних x, y з кулi B(x̄, δ2) ⊆ O
має мiсце:

||F ′(x)−1 − F ′(y)−1|| < ε.

Доведення. Всерединi околу O вiзьмiмо довiльний замкнений обмежений
окiл Q точки x̄: x̄ ∈ intQ ⊆ Q ⊆ O. Функцiя ||F ′(x)|| досягає на Q
свого максимального значення, позначимо його W . Функцiя F ′(x)−1 на
Q є визначеною i неперервною, оскiльки F ′(x) є неперервною. Оскiльки
RN×N скiнченновимiрний простiр, то Q є також компактом. Тому F ′(x)−1

є рiвномiрно неперервною на Q. Тобто

∀ε > 0 ∃δε > 0 : ||x− y|| < δε ⇒ ||F ′(x)−1 − F ′(y)−1|| < ε.

Тодi, взявши δ2 = δε/2 отримаємо твердження пункту 2. Для доведення
пункту 1 поставимо ε = q

W . Тодi

∃δW > 0 : ||x− y|| < δW ⇒ ||F ′(x)−1 − F ′(y)−1|| < q

W
.

Шукана куля B(x̄, δ1) = B(x̄, δW /2), тому що якщо x, y ∈ B(x̄, δW /2), то
||x− y|| ≤ ||x− x̄||+ ||y − x̄|| < δW /2 + δW /2 = δW , а звiдси:

||F ′(x)F ′(y)−1 − I|| ≤ ||F ′(x)|| · ||F ′(y)−1 − F ′(x)−1|| ≤W · q
W

= q.

Отже, пункт 1 доведено теж. �

Для доведення теореми про локальну застосовнiсть нам знадобиться ще
одна лема, яка випливає iз леми 4:

Лема 6. Нехай є диференцiйовна за Гато функцiя F : RN → RN , F (xc) 6=
0. А також задано число c ∈ (0, 2). Тодi iснує таке ê > 0, що якщо для
матрицi F ′(xc) та певної матрицi J виконується:

e := ||F ′(xc)J − I|| ≤ ê, (7)

де I — одинична матриця, то iснує таке δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ) виконується:

||F (xc + αd)||2 < (1− cα)||F (xc)||2.

Доведення. Нехай ĉ довiльне число з промiжку (c, 2) (наприклад, c+2
2 ).

Тодi c
ĉ ∈ (0, 1), а тому 1 − c

ĉ > 0. Поставимо ê = 1 − c
ĉ . Покажемо, що

таке ê задовольняє лему. За результатом леми 4 маємо, що для ĉ iснує таке
δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ) виконується:

||F (xc + αd)||2 < (1− ĉα(1− e))||F (xc)||2.
Також e ≤ ê, тому (1− ĉα(1− e)) ≤ (1− ĉα(1− ê)) = (1− cα) i тому:

||F (xc + αd)||2 < (1− ĉα(1− e))||F (xc)||2 ≤ (1− cα)||F (xc)||2.
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Лему доведено. �

Зауваження 4. Цей результат можна трошки покращити. Помiтимо з
доведення, що оскiльки ĉ було довiльним числом з промiжку (c, 2), то в
якостi ê може бути довiльне число на промiжку (1− c

c , 1−
c
2) = (0, 1− c

2).
А отже ми можемо замiнити нестрогу нерiвнiсть ||F ′(xc)J − I|| ≤ ê для
ê ∈ (0, 1− c

2) на строгу нерiвнiсть ||F ′(xc)J − I|| < 1− c
2).

Наведемо ще одну важливу теорему [6].

Теорема 3. Нехай є функцiя F : D ⊆ RN → RN , диференцiйовна за Гато
на певнiй опуклiй множинi D0 ⊆ D. Тодi для довiльних x, y ∈ D0,

||F (x)− F (y)|| ≤ sup
t∈(0,1)

||F ′(x+ t(y − x))|| · ||x− y||.

Наслiдок 2. Нехай функцiя F : D ⊆ RN → RN диференцiйовна за Гато на
певнiй опуклiй множинi D0 ⊆ D i її похiдна на цiй множинi обмежена за
нормою певною константою M . I нехай x∗ розв’язок рiвняння F (x) = 0,
x∗ ∈ D0. Тодi для довiльного x ∈ D0:

||F (x)|| ≤M ||x− x∗||.

Теорема 4 (Про локальну застосовнiсть алгоритму 3). Нехай F : RN →
RN неперервно диференцiйовна функцiя, i для певного x∗ F (x∗) = 0 та
F ′(x∗) є невиродженою. Тодi iснує таке γ > 0, що якщо x0 ∈ B(x∗, γ),
то всi наступнi iтерацiї алгоритму 3 будуть визначеними (вiдповiдний
лiнiйний пошук закiнчиться за скiнченну кiлькiсть крокiв) (за довiльного
c ∈ (0, 2) та iнших параметрiв).

Доведення. Оскiльки доведення є досить довгим, розiб’ємо його на декiлька
пунктiв.

1. Почнемо з того, що скористаємося теоремою про локальну збiжнiсть
методу Ньютона (1). Перший набiр умов теореми виконується, тож для
довiльного r > 0 iснує таке δr > 0, що якщо xc ∈ B(x∗, δr), то:

||x̂c − x∗|| ≤ r||xc − x∗||,
де x̂c = xc − F ′(xc)F (xc). Зафiксуємо певне довiльне r ∈ (0, 1/2), а також
вiдповiдне йому δr > 0. Якщо J певна квадратна матриця, то

||xc − JF (xc)− x∗|| = ||xc − (F ′(xc)
−1 + J − F ′(xc)−1)F (xc)− x∗||,

||xc − JF (xc)− x∗|| = ||x̂c − x∗ + (J − F ′(xc)−1)F (xc)||.
Тодi застосувавши нерiвнiсть трикутника для норм, нерiвнiсть ||x̂c−x∗|| ≤
r||xc − x∗||, маємо:

||xc − JF (xc)− x∗|| ≤ r||xc − x∗||+ ||J − F ′(xc)−1|| · ||F (xc)||. (8)

2. Згiдно леми 6, для того, щоб користуватися умовою зупинки (5),
достатньо, аби виконувалася нерiвнiсть: ||F ′(xc)J − I|| ≤ ê для певного
ê > 0. Застосуємо лему 5, поклавши q = ê. За цiєю лемою iснуватиме
δ1 > 0, що для довiльних x, y з кулi B(x∗, δ1) має мiсце:

||F ′(x)F ′(y)−1 − I|| < q.
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Сумарно з цих двох лем випливає, що iснує таке δ1 > 0, що для довiльних
x, y з кулi B(x∗, δ1) лiнiйний пошук 2 для x + αd, де d = −F ′(y)−1F (x)
закiнчиться за скiнченну кiлькiсть крокiв. Отже, для доведення теореми,
нам потрiбно, аби з того, що xk ∈ B(x∗, δ1) випливало, що i наступне
наближення xk+1 ∈ B(x∗, δ1). Однак для цього нам доведеться зробити
окiл навколо x∗ ще меншим.

3. Нехай δ0 > 0 таке, що у вiдповiдному околi кореня B(x∗, δ0) матриця
Якобi є невиродженою. ПозначимоM = supx∈B(x∗,δ0) F

′(x). Тодi є застосов-
ним є наслiдок 2:

||F (x)|| ≤M ||x− x∗||.
Далi, скористаємося лемою 5. За нею для ∀ε > 0 iснує δ2 > 0 таке, що для
довiльних x, y з кулi B(x∗, δ2) ⊆ O має мiсце:

||F ′(x)−1 − F ′(y)−1|| < ε.

Зафiксуємо ε = r
M i вiдповiдне δ2.

4. Тепер нарештi складемо разом тi факти, якi ми установили. Покла-
демо γ = min{δ0, δ1, δr, δ2}. I позначимо B := B(x∗, γ). Доведемо тверджен-
ня нашої теореми методом математичної iндукцiї.

Нехай x0, ..., xk∈ B. Покажемо, що тодi визначеною є наступна iтерацiя
i xk+1 ∈ B. xk+1 шукається лiнiйним пошуком у виглядi:

xk+1 = xk − αJkF (xk).

Оскiльки Jk = F ′(xi)
−1, де xi одна з попереднiх iтерацiй, то, по-перше:

||F ′(xk)F ′(xi)−1 − I|| < ê,

оскiльки xk, xi ∈ B(x∗, δ1). По-друге, оскiльки виконується попередня
нерiвнiсть, то для наперед заданого параметру c є застосовним лiнiйний
пошук 2, який використовується нашим алгоритмом 3. Отже, xk+1 є визна-
ченим.

По-третє, помiтимо, що xk+1 є опуклою лiнiйною комбiнацiєю точок xk
та x̂k+1 = xk−JkF (xk). Тому, довiвши, що x̂k+1 ∈ B ми покажемо, що xk+1

також належить опуклiй множинi B (адже B куля) як опукла комбiнацiя
точок iз B. Оскiльки xk ∈ B(x∗, δr), за нерiвнiстю (8) маємо:

||x̂k+1−x∗|| = ||xk−JkF (xk)−x∗|| ≤ r||xk−x∗||+ ||Jk−F ′(xk)−1|| · ||F (xk)||.

Оскiльки xk ∈ B(x∗, δ0), то ||F (xk)|| ≤M ||xk−x∗||. Також xk, xi ∈ B(x∗, δ2),
тому ||F ′(xk)−1 − F ′(xi)−1|| < ε = r/M , отже:

||x̂k+1 − x∗|| ≤ r||xk − x∗||+ (r/M) · (M ||xk − x∗||) = 2r||xk − x∗||.

Враховуючи, що r ∈ (0, 1/2), маємо ||x̂k+1−x∗|| < ||xk −x∗||. Отже, x̂k+1 ∈
B, бо знаходиться ще ближче до x∗, анiж xk. Отже, i xk+1 ∈ B. Що i треба
було довести. �

Теорема 5 (Глобальна застосовнiсть алгоритму 3 при p = 1). Нехай F :
RN → RN є диференцiйовною за Гато функцiєю, а x0 ∈ RN довiльне
початкове наближення. Тодi гарантовано виконується одне з тверджень:
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– усi наступнi iтерацiї xk, k = 1, 2, ... алгоритму 3 є визначеними
(для довiльних установлених параметрiв цього алгоритму).

– для певного натурального числа m визначеними будуть iтерацiї
x1, ..., xm, де F (xm) = 0 або F ′(xm) вироджена (тобто ми дiйдемо
до кореня за скiнченну кiлькiсть крокiв чи до точки з виродженою
матрицею Якобi).

Доведення. Нехай xk певна досягнута iтерацiя алгоритмом 3, тобто для
усiх попереднiх iтерацiй лiнiйний пошук знайшов потрiбне α за скiнченну
кiлькiсть крокiв. Якщо F (xk) = 0 чи F ′(xk) вироджена, то це вiдповiдає
другому пункту цiєї теореми. Якщо ж F (xk) 6= 0 i F ′(xk) невироджена,
то ми можемо використати результат леми 4 з J = F ′(xk)

−1. Тодi e = 0 i
тому: Тодi ∀c ∈ (0, 2) (тобто i для нашого установленого також) iснує таке
δ > 0, що ∀α ∈ (0, δ) виконується:

||F (xk + αd)||2 < (1− cα(1− 0))||F (xk)||2 = (1− cα)||F (xk)||2,
де d = −JF (xk) = −F ′(xk)−1F (xk). Звiдси випливає, що лiнiйний пошук,
що вiдповiдає k-тiй iтерацiї, знайде наступне αk за скiнченну кiлькiсть
крокiв. Тому xk+1 є визначеним. Таким чином ∀k таких, що визначеним є
наближення xk виконується одне iз двох: або F (xk) = 0 чи F ′(xk) вироджена,
або наступне наближення xk+1 за алгоритмом 3 є також визначеним. �

Зауваження 5. Всi цi теореми можна послабити, якщо замiнити визна-
ченiсть i неперервну диференцiйовнiсть на всьому просторi на якусь його
пiдмножину.

Власне кажучи, єдина проблема iз використанням нового лiнiйного по-
шуку для методу Шаманського iз p > 1, це те, що обернена матриця
Якобi на певнiй iтерацiї може погано наближувати оберненi матрицi Якобi
наступних iтерацiй. Однак метод можна аналiзувати за припущенням, що
алгоритм таки вiдпрацював за скiнченну кiлькiсть крокiв (насправдi це
навiть слабша умова, анiж те, що усi наближення задовольняють нерiвнiсть
(6), i тим паче, анiж те, що початкове наближення повинно знаходитись у
якомусь достатньо малому околi розв’язку).

Перед записом теореми, яка установить глобальну збiжнiсть алгоритму
3 за певних умов, нам знадобиться теорема про середнє значення для
функцiоналiв. Це класичний результат, його можна також знайти у [6].

Теорема 6 (Про середнє значення для функцiоналiв). Нехай функцiя f :
D ⊆ RN → R є диференцiйовною за Гато у кожнiй точцi опуклої множини
D0 ⊆ D. Тодi для довiльних двох точок x, y ∈ D0 iснує таке t ∈ (0, 1), що

f(y)− f(x) = f ′(x+ t(y − x))(y − x).

Наслiдок 3. Нехай F : RN → RN диференцiйовна за Гато. Тодi ∀x, y ∈
RN iснує таке t ∈ (0, 1), що:

F (y, y)− F (x, x) = 2F (x+ t(y − x))TF ′(x+ t(y − x))(y − x).

Доведення. Доведення випливає з використання вищенаведеної теореми 6
i леми про похiдну 2. За лемою про похiдну 2 f(x) = (F (x), F (x)) буде
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також диференцiйовною за Гато на RN . Тому ми можемо використати 6
i записати F (y, y) − F (x, x) = f ′(x + t(y − x))(y − x). Використовуючи
ще раз лему 2 i розписуючи значення f ′(x + t(y − x)), отримуємо шукану
рiвнiсть. �

Також запишемо невелику лему, яка нам теж знадобиться:

Лема 7. Нехай є послiдовнiсть квадратних невироджених матрицьMk ∈
RN×N , що збiгається до певної матрицi M . Вiдомо також, що M−1k є
обмеженими у сукупностi, тобто ∃C > 0, що ||M−1k || ≤ C. Тодi матриця
M теж є невиродженою, iснує границя у M−1k i M−1 = limk→∞M

−1
k .

Доведення. Розглянемо послiдовнiстьM−1k . У неї iснує хоча б одна часткова
границя, оскiльки ця послiдовнiсть обмежена, а у скiнченновимiрних прос-
торах, яким є RN×N , з обмеженостi випливає компактнiсть. Позначимо цю
часткову границю L:

L = lim
k→∞,k∈KL⊆N

M−1k .

Тодi запишемо границю:

lim
k→∞,k∈KL⊆N

MkM
−1
k = lim

k→∞,k∈KL⊆N
Mk · lim

k→∞,k∈KL⊆N
M−1k = ML.

З iншого боку це границя послiдовностi, що складається з одиничних мат-
риць, тож ML = I, а отже M є невиродженою, а L = M−1. Оскiльки
L була довiльною частково границею, звiдси випливає, що у M−1k єдина
часткова границя. I оскiльки M−1k обмеженi, то ця часткова границя є
границею: limk→∞M

−1
k = L = M−1. �

Теорема 7 (Про глобальну збiжнiсть алгоритму 3). Нехай F : RN → RN
неперервно диференцiйовна, {xk}∞k=1 — iтерацiйний процес, отриманий за
алгоритмом 3. Тобто вiдомо, що ∀k = 0, 1, ... лiнiйний пошук закiнчився
за скiнченну кiлькiсть крокiв, а серед матриць Якобi F ′(xk) не було жодної
виродженої. Припустимо також, що множина наближень X = {xk}∞k=1
є обмеженою (мiститься у певнiй кулi B), а також що матрицi Jk є
обмеженими в сукупностi. Тодi кожна гранична точка {xk}∞k=1 є розв’яз-
ком рiвняння F (x) = 0.

Доведення. Для кожного k виконується нерiвнiсть:

||F (xk+1)|| = ||F (xk + αkdk)|| <
√

(1− cαk)||F (xk)||.

Звiдси випливає, що послiдовнiсть норм ||F (xk)|| є монотонно спадною.
До того ж вона є обмеженою знизу, оскiльки норма є функцiоналом, що
набуває невiд’ємних значень. Отже, iснує границя:

lim
k→∞

||F (xk)|| = β ∈ R+ = [0,+∞).

Розглянемо два випадки. Перший випадок: β = 0. Нехай x̃ — гранична
точка X, тобто для певної нескiнченної множини K̃ ⊆ N виконується
limk→∞,k∈K̃ xk = x̃ (а граничнi точки у послiдовностi наближень є, оскiльки
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кожна обмежена множина у RN є компактною). Тодi з неперервностi F
випливає, що limk→∞,k∈K̃ ||F (xk)|| = F (x̃). З iншого боку

lim
k→∞,k∈K̃

||F (xk)|| = β.

Тож F (x̃) = β = 0.
Другий випадок: β 6= 0. Послiдовнiсть αk є обмеженою, бо належить

промiжку (0, ᾱ]. Покажемо, що αk → 0, довiвши, що кожна часткова
границя αk дорiвнює нулю.

Нехай a — її довiльна часткова границя (по певнiй множинi Ka ⊆ N).
Тодi:

lim
k→∞,k∈Ka

||F (xk+1)|| ≤ lim
k→∞,k∈Ka

(
√

(1− cαk)||F (xk)||),

lim
k→∞,k∈Ka

||F (xk+1)|| = β,

lim
k→∞,k∈Ka

(
√

(1− cαk)||F (xk)||) =
√

(1− ca) · β,

оскiльки:

lim
k→∞,k∈Ka

√
(1− cαk) =

√
(1− ca), lim

k→∞,k∈Ka

||F (xk)|| = β.

Тодi β ≤
√

(1− ca) · β =⇒ β(1 −
√

(1− ca)) ≤ 0. Однак β > 0, а 1 −√
(1− ca) ≥ 0, оскiльки c, a ≥ 0. Отже, вказана нерiвнiсть можлива лише

якщо 1−
√

(1− ca) = 0↔ ca = 0↔ a = 0.
Таким чином, кожна часткова границя αk дорiвнює нулю, а отже вся

послiдовнiсть збiгається до нуля.
З цього випливає те, що limk→∞ ||xk+1 − xk|| = 0, адже:

||xk+1 − xk|| = || − αkJkF (xk)|| ≤ |αk| · ||Jk|| · ||F (xk)||,

αk прямує до нуля, ||Jk|| є обмеженими в сукупностi за умовою, а неперервна
функцiя ||F (x)|| досягає свого максимального значення на кулiB ⊃ {xk}∞k=1.

Наявнiсть прямування xk+1 − xk до нуля (в межах другого випадку)
є дуже важливою властивiстю, оскiльки звiдси випливатиме, що множина
часткових границь для xip, i = 0, 1, ... дорiвнює множинi часткових границь
для всiєї послiдовностi xk, k = 0, 1, .... Позначимо цi множини Xp та X̃
вiдповiдно.

Доведемо цей факт. Зрозумiло, що Xp ⊆ X̃. Тож потрiбно лише довести,
що X̃ ⊆ Xp.

Нехай z довiльна часткова границя з X̃. Їй вiдповiдає певна пiдпослiдов-
нiсть {xk, k ∈ Kz}, Kz ⊆ N. Кожне k можна представити у виглядi k =
i · p + j, j ∈ 0, p− 1, i ∈ N ∪ {0}. Множину вiдповiдних i позначимо Ki,
формально Ki = {[k/p], k ∈ Kz}. Розглянемо послiдовнiсть {xip|i ∈ Ki},

||xk − xip|| =

∥∥∥∥∥
j−1∑
l=0

(xip+l+1 − xip+l)

∥∥∥∥∥ ,
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де i = [k/p], j = k − ip,

||xk − xip|| ≤ ||
p−1∑
l=0

(xip+l+1 − xip+l)|| ≤
p−1∑
l=0

||xip+l+1 − xip+l||.

Кожен iз цих p доданкiв прямує до нуля, бо ||xk+1 − xk|| → 0. Отже, i
||xk − xip|| → 0, i тодi:

lim
i→∞,i∈Ki

xip = lim
k→∞,k∈Kz

xk = z.

Враховуючи також, що limi→∞,i∈Ki xip ∈ Xp, маємо z ∈ Xp. Отже, Xp = X̃.
Залишається довести, що всi частковi границi послiдовностi точок xip,

i = 0, 1, 2, ... є коренями рiвняння F (x) = 0.
Оскiльки αk → 0, то ∃A ∈ N:

αk < ᾱ, ∀k ≥ A↔ αk ≤ ρᾱ, ∀k ≥ A.

Тобто у лiнiйному пошуку вiдбулося присвоєння α значення αk
ρ , однак

воно не пiдiйшло, а це означає, що:

||F (xk +
αk
ρ
dk)|| ≥

√
1− cαk

ρ
||F (xk)||.

Ця нерiвнiсть еквiвалентна наступнiй:

||F (xk +
αk
ρ
dk)||2 − ||F (xk)||2 ≥ −c

αk
ρ
||F (xk)||2. (9)

Застосуємо наслiдок 3 до F та пари точок xk та xk + αk
ρ dk. Тодi iснує

певне t = θk таке, що:

||F (xk+
αk
ρ
dk)||2−||F (x)||2 = 2F (xk+θk

αk
ρ
dk)

TF ′(xk+θk
αk
ρ
dk)

αk
ρ
dk. (10)

Об’єднавши рiвнiсть (10) з останньою нерiвнiстю (9), отримаємо:

2F (xk + θk
αk
ρ
dk)

TF ′(xk + θk
αk
ρ
dk)

αk
ρ
dk ≥ −c

αk
ρ
||F (xk)||2.

Оскiльки αk
ρ > 0, можемо скоротити нерiвнiсть на цей дрiб:

2F (xk + θk
αk
ρ
dk)

TF ′(xk + θk
αk
ρ
dk)dk ≥ −c||F (xk)||2. (11)

Тепер розглянемо довiльну часткову границю x̂ ∈ Xp. Нехай їй вiдповiдає
пiдпослiдовнiсть xk, k ∈ K̂, де K̂ є нескiнченною пiдмножиноюKp = {ip, i =
0, 1, 2, ...}. Оскiльки θk обмежена, 1

ρ константа, а dk теж обмежена (||dk|| ≤
||Jk|| · ||F (xk)|| ≤M = const), то:

lim
k→∞,k∈K̂

xk + θk
αk
ρ
dk = lim

k→∞,k∈K̂
xk = x̂.

Тодi з неперервностi F та F ′:

lim
k→∞,k∈K̂

2F (xk + θk
αk
ρ
dk)

TF ′(xk + θk
αk
ρ
dk) = 2F (x̂)TF ′(x̂).
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Що стосується dk, то оскiльки k ∈ K̂ ⊆ Kp,

dk = −JkF (xk) = −F ′(xk)−1F (xk).

Оскiльки F ′ неперервна, то iснує limk→∞,k∈K̂ F
′(xk) = F ′(x̂). Скористає-

мося лемою 7, поклавши Mk = F ′(xk) (вiдповiдно, M = F ′(x̂)). Всi умови
виконуються (по k ∈ K̂), оскiльки за умовою Jk = M−1k є обмеженими.
Тому iснує

lim
k→∞,k∈K̂

F ′(xk)
−1 = lim

k→∞,k∈K̂
M−1k = M−1 = F ′(x̂)−1.

Таким чином dk → −F ′(x̂)−1F (x̂), коли k →∞, k ∈ K̂. Тепер спрямуємо у
нерiвностi (11) k →∞, k ∈ K̂.

lim
k→∞,k∈K̂

2F (xk + θk
αk
ρ
dk)

TF ′(xk + θk
αk
ρ
dk)dk ≥ lim

k→∞,k∈K̂
−c||F (xk)||2,

−2F (x̂)TF ′(x̂)F ′(x̂)−1F (x̂) ≥ −c||F (x̂)||2,

−2F (x̂)T IF (x̂) = −2||F (x̂)||2 ≥ −c||F (x̂)||2,
(c− 2)||F (x̂)||2 ≥ 0.

Як було показано, параметр c ∈ (0, 2), тому це можливо, лише якщо
||F (x̂)|| = 0↔ F (x̂) = 0.

Таким чином, ми установили, що довiльна часткова границя послiдов-
ностi xip є розв’язком рiвняння F (x) = 0. Це i слiд було довести, адже
множини граничних точок у послiдовностей xk, k = 0, 1, ... та xip, i = 0, 1, ...

збiгаються (X̃ = Xp). �

5. Обчислювальний експеримент
На практицi до ситуацiї, коли лiнiйний пошук не досягає умови зупинки

за визначену максимальну кiлькiсть iтерацiй (MaxItLS), ми пiдiйдемо
кiлькома способами.

1. Зробити маленький крок, тобто αd, де α = ᾱρMaxItLS−1 .
2. Зробити повний крок (використовуючи наближення оберненої мат-

рицi Якобi).
3. Зробити повний крок (використовуючи обернену матрицю Якобi).

Вiдповiднi реалiзацiї будемо позначати SM1-0, SM1-1, SM1-2. Також слiд
зазначити, що у тестуваннi замiсть точної матрицi Якобi ми використову-
вали її рiзницеве наближення. Це є найбiльш унiверсальним пiдходом,
оскiльки часом функцiї у системах нелiнiйних рiвнянь не є елементарними,
або навiть не представляються у аналiтичному виглядi. Також це дає змогу
краще оцiнити час роботи методiв.

Зауваження 6. Iтерацiєю методу Шаманського та всiх його модифiкацiй
називатимемо послiдовнiсть з m iтерацiй, якi використовують одне i те ж
наближення оберненої матрицi Якобi. Тобто одному обчисленню F ′(x)−1

вiдповiдатиме одна iтерацiя i навпаки.
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Будемо проводити тестування для N = 10 та функцiї:

F (x) =



sin(10− (x[0]− x[1])2)− 0.4121184852417566,
x[1]3 + 3x[2]− 17,
x[3] + x[4]− 9,

x[9]− cos(x[1])3 − 10.072067555747765,
exp(x[9]− x[5])− 2x[2]− 48.598150033144236,

x[4]3 − x[4] + cos(x[3]x[7]x[8]− 1000)− 119.583798343844,
x[8]x[7]− 58− x[6]x[1],

x[8]− sin(x[1])4 − 8.316365693794271,
x[6]2 + x[7] + exp(10− x[7])− 64.38905609893065,

x[6] + x[7] + x[0] + x[1]− 18


(12)

Параметри методiв залишаються такими самими, як у одновимiрному
тестуваннi. Функцiя пiдiбрана таким чином, щоб вектор

(1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)T

був її коренем. Однак зауважимо що, як виявилося пiд час тестування, у
функцiї є поблизу iще два коренi:

(2.57, 1.57, 4.37, 4.00, 5.00, 6.02, 6.53, 7.33, 9.32, 10.07)T ,

(3.08, 1.27, 4.99, 4.02, 4.98, 6.02, 6.42, 7.23, 9.15, 10.10)T

(координати наведено з точнiстю 1e− 3).
Для того, щоб установити загальну картину успiшностi методiв, прове-

демо тестування наступним чином:
Накладемо сiтку у 10-вимiрному просторi бiля одного з розв’язкiв. Нехай

це буде: (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10)T , а сiтку утворимо за рахунок усiх можли-
вих точок, у яких перша координата це 1-step або 1+step, друга: 2-step або
2+step, третя: 3-step або 3+step,..., десята: 10+step або 10-step. Оберiмо
step=1.

Запускатимемо методи Ньютона, Шаманського та SM1-0, SM1-1, SM1-2
з початкових точок на побудованiй сiтцi (всього 1024 початкових точок).
{1, 2, 5, 10} — множина значень параметра оновлення матрицi Якобi для
методiв Шаманського та реалiзацiй SM1.

Умовою зупинки алгоритмiв є достатньо мале значення нев’язки:

||F (xk)|| ≤ eps = 1e− 10.

Максимальна кiлькiсть iтерацiй у всiх методiв: 200.
Максимальна кiлькiсть iтерацiй всерединi лiнiйного пошуку: 200.
Параметри модифiкацiї методу Шаманського: α0 = 1, c = 1/2, ρ = 1/2.
Результати тестування:

m = 1

Успiшнiсть методiв:
SM (NM): 957/1024 (93.46%)
SM1-0: 996/1024 (97.27%)
SM1-1: 1006/1024 (98.24%)
SM1-2: 1006/1024 (98.24%)
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m = 2

Успiшнiсть методiв:
SM: 616/1024 (60.16%)
SM1-0: 1022/1024 (99.80%)
SM1-1: 1020/1024 (99.61%)
SM1-2: 1020/1024 (99.61%)

m = 5

Успiшнiсть методiв:
SM: 549/1024 (53.61%)
SM1-0: 1018/1024 (99.41%)
SM1-1: 1009/1024 (98.54%)
SM1-2: 1018/1024 (99.41%)

m = 10

Успiшнiсть методiв:
SM: 378/1024 (36.91%)
SM1-0: 1020/1024 (99.61%)
SM1-1: 956/1024 (93.36%)
SM1-2: 1017/1024 (99.32%)

У записi N/1024 N позначає кiлькiсть разiв, коли за кiлькiсть iтерацiй,
що не перевищує 200, метод отримував вектор, на якому норма значення
функцiї F має достатньо мале значення (не перевищує 1e− 10).

6. Висновки

В роботi пропонується поєднати метод Шаманського та лiнiйний пошук.

– Запропоновано новий метод (SM1), що є модифiкацiєю методу Ша-
манського, з використанням зворотного лiнiйного пошуку та виведе-
ної умови зупинки.

– Доведено теореми, якi установлюють його застосовнiсть (локальна
для p > 1 та глобальна для p = 1).

– Доведена теорема про глобальну збiжнiсть методу. До того ж припу-
щення, накладенi у вiдповiднiй теоремi, є вiдносно слабкими.

– Проведено тестування методу Ньютона, методу Шаманського та
нової модифiкацiї методуШаманського (у трьох варiантах реалiзацiї)
для 4-х рiзних значень параметру, що вiдповiдає за частоту оновлення
матрицi Якобi:

p = m1 = 1, p = m2 = 2, p = m3 = 5, p = m4 = 10.

– Показано, що SM1 є конкурентним методом, який в реалiзацiях
SM1-0 та SM1-2 продемонстрував кращу успiшнiсть, анiж методи
Ньютона та Шаманського.
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Виходячи з вищесказаного можна стверджувати, що SM1 є алгоритмом,
вартим використання i подальших дослiджень.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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