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Abstract. The theory of fixed points of operators and the corres-
ponding algorithms are a powerful tool for studying nonlinear pheno-
mena. The article considers the problems of finding fixed points of
Fejer (quasi-nonexpansive) operators acting in Hilbert space, and
variational inequalities on the set of fixed points. Strong convergence
of the Halpern algorithm with averaging (the Halpern–Suzuki algori-
thm) for finding fixed points of Fejer (quasi-nonexpansive) operators
is proved.
Keywords: fixed point, variational inequality, optimization, Fejer
operator, Halpern algorithm, strong convergence.

Анотацiя. Теорiя нерухомих точок операторiв та вiдповiднi ал-
горитми є потужним засобом для дослiдження нелiнiйних явищ.
В роботi розглянуто задачi пошуку нерухомих точок фейєрiв-
ських (квазiнерозтягуючих) операторiв, що дiють у гiльберто-
вому просторi, та варiацiйнi нерiвностi на множинi нерухомих
точок. Доведено сильну збiжнiсть алгоритму Гальперна з усере-
дненням (алгоритму Гальперна-Сузукi) знаходження нерухомих
точок фейєрiвських (квазiнерозтягуючих) операторiв.
Ключовi слова: нерухома точка, варiацiйна нерiвнiсть, оптимi-
зацiя, фейєрiвський оператор, алгоритм Гальперна, сильна збiж-
нiсть.
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1. Вступ
Теорiя нерухомих точок операторiв є популярним та потужним засобом

прикладної математики. Класичнi топологiчнi теореми Брауера, Шауде-
ра та Какутанi про iснування нерухомих точок мають неконструктивний
характер. Природно видiлити класи операторiв, для яких можна конст-
руктивно знаходити нерухомi точки. Найвiдомiшим прикладом такого кла-
су є стискаючi вiдображення. Дiйсно, в доведеннi теореми Банаха–Пiкара–
Качiополлi явно конструюється послiдовнiсть, що збiгається до нерухомої
точки. Бiльш широким є клас нерозтягуючих операторiв, теорiя яких плiд-
но розвивається з 60-х рокiв 20 столiття [1, 2].

Основними схемами, що забезпечують апроксимацiю нерухомих точок
нерозтягуючих операторiв (в припущеннi їх iснування) є алгоритми Красно-
сельського–Манна [3, 4] та Гальперна (B. Halpern) [5].

В [6] данi алгоритми систематично використовуються в побудовi методiв
для задач опуклої оптимiзацiї великої розмiрностi.

Фейєрiвськi (квазiнерозтягуючi) оператори та породженi ними iтерацiйнi
процеси мають велике значення в оптимiзацiйнiй алгоритмицi (див. [2,7–9]).
На жаль, в багатьох iнших областях обчислювальної математики цi плiднi
конструкцiї не достатньо вiдомi. Книга [7] — одне з найкращих джерел
по iтерацiйним алгоритмам з фейєрiвською властивiстю для розв’язання
рiвнянь, нерiвностей та задач оптимiзацiї.

В данiй роботi розглянемо задачi пошуку нерухомих точок фейєрiвських
(квазiнерозтягуючих) операторiв, що дiють у гiльбертовому просторi, та
варiацiйнi нерiвностi на множинi нерухомих точок. Доведемо сильну збi-
жнiсть алгоритму Гальперна з усередненням (алгоритму Гальперна-Сузукi)
знаходження нерухомих точок фейєрiвських операторiв. Ми уточнюємо ре-
зультати робiт [10,11]. Розглянемо породженi цiєю схемою алгоритм в’язкої
апроксимацiї нерухомих точок та алгоритм для варiацiйної нерiвностi на
множинi нерухомих точок.

2. Допомiжнi вiдомостi
Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опукла замкнена

множина.
Нагадаємо вiдомi поняття та факти [2,7, 9].

Означення 1. Оператор T : H → H називають нерозтягуючим, якщо

‖Tx− Ty‖ ≤ ‖x− y‖ ∀x, y ∈ H.

Позначимо через PC оператор метричного проєктування гiльбертового
простору H на множину C ⊆ H: PCx = argminz∈C ‖z − x‖ [2].

Лема 1. Нехай C — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового простору
H, x ∈ H, y ∈ C. Наступнi умови рiвносильнi:

1) y = PCx;
2) (y − x, z − y) ≥ 0 ∀z ∈ C.

Оператор проєктування PC — нерозтягуючий.
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Означення 2. Оператор T : H → H називають фейєрiвським (квазiнероз-
тягуючим), якщо F (T ) = {x ∈ H : x = Tx} 6= ∅ та

‖Tx− z‖ ≤ ‖x− z‖ ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ H.

Основний приклад фейєрiвського оператора — нерозгягуючий оператор
T : H → H з непорожнью множиною нерухомих точок F (T ).

Зауваження 1. Множнина F (T ) опукла та замкнена [2].

Для фейєрiвського оператора T має мiсце

‖x− z‖2 ≥ ‖Tx− z‖2 = ‖Tx− x+ x− z‖2 =

= ‖Tx− x‖2 + 2(Tx− x, x− z) + ‖x− z‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C.
Звiдки

(x− Tx, x− z) ≥ 1

2
‖x− Tx‖2 ∀z ∈ F (T ) ∀x ∈ C. (1)

Сильну збiжнiсть в просторi H позначимо через →, а слабку — ⇀.

Означення 3. Оператор F : C → H називають замкненим в точцi y ∈ H,
якщо

xn → x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Означення 4. Оператор F : C → H називають демiзамкненим в точцi
y ∈ H, якщо

xn ⇀ x, Fxn → y ⇒ Fx = y.

Вiдомо, що для нерозтягуючих операторiв T : C → H оператори I − T
(I — тотожний оператор) демiзамкненi в точцi 0 [2].

Нехай g : H → R — опукла диференцiйовна функцiя. Якщо множина
D = {x ∈ H : g (x) ≤ 0} непорожня, то її можна трактувати як множину
нерухомих точок квазiнерозтягуючого оператора

Tx =

{
x− g(x)

‖∇g(x)‖2∇g (x) , якщо x /∈ D,
x, якщо x ∈ D,

де ∇g (x) ∈ H — похiдна g в точцi x ∈ H [7]. Для демiзамкненостi в нулi
оператора I − T достатньо обмеженостi функцiї g на будь-якiй обмеженiй
множинi [7].

Наступнi факти [9, 12] вiдiграють важливу роль у доведеннi результату
статтi.

Лема 2. Нехай (ξn) — послiдовнiсть невiд’ємних чисел, що задовольняє
рекурентну нерiвнiсть

ξn+1 ≤ (1− αn)ξn + αnβn + γn,

де послiдовностi (αn), (βn) i (γn) мають властивостi:
1) αn ∈ [0, 1) та

∑∞
n=1 αn = +∞;

2) lim supn→∞ βn ≤ 0;
3) γn ∈ [0,+∞) та

∑∞
n=1 γn < +∞.

Тодi limn→∞ ξn = 0.
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Лема 3. Нехай числова послiдовнiсть (an) має пiдпослiдовнiсть (ank
), яка

володiє властивiстю
ank

< ank+1 ∀k ∈ N.
Тодi iснує така неспадна послiдовнiсть (mk) натуральних чисел, що

mk → +∞ i amk
≤ amk+1, ak ≤ amk+1 ∀k ≥ n1.

Зауваження 2. Лема 3 [12] є ефективним iнструментом дослiдження збi-
жностi iтерацiйних процесiв, що не володiють фейєрiвською властивiстю
вiдносно множини розв’язкiв [9, 12,13].

3. Алгоритм Гальперна з усередненням
Розглянемо задачу:

знайти x ∈ F (T ), (2)
де T : C → H — фейєрiвський оператор.

Нехай αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,
∑∞

n=1 αn = +∞.
Розглянемо усередненi оператори

Tλn = λnI + (1− λn)T,

де λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 1).
Для розв’язання задачi (2) використовуємо

Алгоритм 1 (алгоритм Гальперна-Сузукi). Обираємо a ∈ H, x1 ∈ C,
генеруємо послiдовнiсть елементiв (xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αna+ (1− αn)Tλnxn) .

Зауваження 3. Дослiдження збiжностi алгоритму 1 у класi нерозтягую-
чих операторiв має довгу iсторiю. Принциповi результати отримано в ро-
ботах B. Halpern [5], P.-L. Lions [14], R. Wittmann [15], H.K. Xu [16–18], T.
Suzuki [10] та F. Lieder [19].

Зауваження 4. Алгоритм 1 можна трактувати як результат застосування
технiки усереднення та iтеративної регуляризацiї Бакушинського [20] до
алгоритму простої iтерацiї xn+1 = Txn.

Ми покажемо, що згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) сильно
збiгається до точки z = PF (T )a.

Для задачi (варiацiйної нерiвностi):

знайти x ∈ F (T ) : (Ax, y − x) ≥ 0 ∀y ∈ F (T ), (3)

де T : C → H — фейєрiвський оператор, A : H → H — сильно монотонний
та лiпшицевий оператор з константами µ > 0, L > 0, вiдповiдно, поєднання
алгоритму 1 з схемою в’язкої апроксимацiї [18] дає

Алгоритм 2. Обираємо x1 ∈ C, генеруємо послiдовнiсть елементiв (xn) за
допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = PC (αn (xn − βAxn) + (1− αn) (λnxn + (1− λn)Txn)) ,

де β ∈
(

0, 2µ
L2

)
.
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Зауваження 5. При β ∈
(

0, 2µ
L2

)
оператор I − βA є стискаючим. Дiйсно,

‖(x− βAx)− (y − βAy)‖2 = ‖x− y‖2 + β2‖Ax−Ay‖2−
− 2β(Ax−Ay, x− y) ≤

(
1− 2µβ + β2L2

)
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ H,

якщо 0 < β < 2µL−2, то 0 < 1− 2µβ + β2L2 < 1.

Зауваження 6. Розв’язок варiацiйної нерiвностi (3) iснує та єдиний.

4. Сильна збiжнiсть
Наша мета — доведення сильної збiжностi алгоритму 1 для фейєрiвських

операторiв T : C → H з демiзамкненим в 0 оператором I − T .
Має мiсце

Лема 4. Згенерована алгоритмом 1 послiдовнiсть (xn) обмежена.

Доведення. Для p ∈ F (T ) маємо

‖xn+1 − p‖ ≤ ‖αna+ (1− αn)Tλnxn − p‖ ≤
≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖Tλnxn − p‖ ≤

≤ αn ‖a− p‖+ (1− αn) ‖xn − p‖ ≤ max {‖a− p‖ , ‖xn − p‖} .
Звiдки iндукцiєю отримуємо

‖xn − p‖ ≤ max {‖x1 − p‖ , ‖a− p‖} , n ≥ 1.

Таким чином, послiдовнiсть (xn) обмежена. �

Доведення сильної збiжностi алгоритму 1 грунтується на такiй лемi.

Лема 5. Для z = PF (T )a та послiдовностi (xn) виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ∀n ∈ N, (4)

де yn = αna+ (1− αn)Tλnxn.

Доведення. Має мiсце нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 = ‖PC (αna+ (1− αn)Tλnxn)− z‖2 ≤

≤ ‖αn (a− z) + (1− αn) (Tλnxn − z)‖
2 ≤

≤ (1− αn)2 ‖Tλnxn − z‖
2 + 2αn (a− z, yn − z) ≤

≤ (1− αn) ‖Tλnxn − z‖
2 + 2αn (a− z, yn − z) , (5)

де yn = αna+ (1− αn)Tλnxn. Маємо

‖Tλnxn − z‖
2 = ‖λnxn + (1− λn)Txn − z‖2 =

= ‖xn − z + (1− λn)(Txn − xn)‖2 =

= ‖xn − z‖2 − 2(1− λn)(xn − z, xn − Txn) + (1− λn)2 ‖Txn − xn‖2 .
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З (1) випливає

‖Tλnxn − z‖
2 ≤ ‖xn − z‖2 − λn(1− λn) ‖Txn − xn‖2 .

Урахувавши це в (5), отримаємо

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αn (a− z, yn − z) ,

що i треба було довести. �

Сформулюємо основний результат роботи.

Теорема 1. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T — демiзамкнений в 0, a ∈ H. Тодi згенерована алгоритмом 1 послi-
довнiсть (xn) сильно збiгається до точки z = PF (T )a.

Доведення. З леми 4 випливає iснування такого числа M > 0, що

|(a− z, yn − z)| ≤M

для всiх n ∈ N. Тодi з леми 5 одержуємо нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + αn ‖xn − z‖2 +

+ (1− αn)λn(1− λn) ‖xn − Txn‖2 ≤ 2αnM. (6)

Розглянемо числову послiдовнiсть (‖xn − x̄‖). Можливi два варiанти:
(a) iснує номер n̄ ∈ N такий, що

‖xn+1 − z‖ ≤ ‖xn − z‖ ∀n ≥ n̄;

(b) iснує зростаюча послiдовнiсть номерiв (nk) така, що

‖xnk+1 − z‖ > ‖xnk
− z‖ ∀ k ∈ N.

Розглянемо варiант (a). У цьому випадку iснує limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R.
Оскiльки ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 → 0 та αn → 0, маємо

‖xn − Txn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi F (T ).
Доведемо, що

lim sup
n→∞

(a− z, yn − z) ≤ 0. (7)

Маємо

(a− z, yn − z) = αn(a− z, a) + (1− αn)(1− λn)(a− z, Txn − xn)︸ ︷︷ ︸
→0

+

+ (1− αn)(a− z, xn − z).

Видiлимо з (xn) пiдпослiдовнiсть (xnk
), таку, що

lim sup
n→∞

(a− z, xn − z) = lim
k→∞

(a− z, xnk
− z).
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Можна вважати, що xnk
⇀ x̃ ∈ F (T ). Тому одержуємо

lim
k→∞

(a− z, ynk
− z) = (a− z, x̃− z) = (a− PF (T )a, x̃− PF (T )a) ≤ 0,

чим i доводимо (7).
З (7) та нерiвностi

‖xn+1 − z‖2 ≤ (1− αn) ‖xn − z‖2 + 2αn (a− z, yn − z)

робимо висновок, що ‖xn − z‖ → 0.
Розглянемо варiант (b). За лемою 3 iснує послiдовнiсть номерiв (mn) з

властивостями:
(i) mn ↗ +∞;
(ii) ‖xmn+1 − z‖ ≥ ‖xmn − z‖ для всiх n ≥ n1;
(iii) ‖xmn+1 − z‖ ≥ ‖xn − z‖ для всiх n ≥ n1.

З нерiвностi (6) та (ii) випливає

αmn ‖xmn − z‖
2 + (1− αmn)λmn(1− λmn) ‖xmn − Txmn‖

2 ≤
≤ 2αmn (a− z, ymn − z) ≤ 2αmnM.

Звiдси
‖xmn − Txmn‖ → 0.

Отже, слабкi частковi границi послiдовностi (xmn) належать множинi не-
рухомих точок F (T ) та має мiсце нерiвнiсть

lim sup
n→∞

(a− z, ymn − z) ≤ 0.

Маємо
lim sup
n→∞

‖xmn − z‖
2 ≤ 2 lim sup

n→∞
(a− z, ymn − z) ≤ 0.

Отже,
lim
n→∞

‖xmn − z‖ = 0.

Оскiльки

‖xmn+1 − xmn‖ ≤ αmn ‖a− xmn‖+ (1− αmn)(1− λmn) ‖Txmn − xmn‖ → 0,

то
lim
n→∞

‖xmn+1 − z‖ = 0.

Ураховуючи нерiвностi (iii), отримуємо, що

lim
n→∞

‖xn − z‖ = 0.

Сильну збiжнiсть послiдовностi (xn) до точки z = PF (T )a доведено. �

Теорема, аналогiчна теоремi 1, має мiсце для схеми в’язкої апроксимацiї

yn+1 = PC (αnSyn + (1− αn)(λnyn + (1− λn)Tyn)) ,

де S : C → C — стискаючий оператор (αn ∈ (0, 1), limn→∞ αn = 0,∑∞
n=1 αn = +∞, λn ∈ [λ, λ] ⊆ (0, 1)).
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За умов теореми 1, послiдовнiсть (yn) сильно збiгається до єдиного розв’яз-
ку варiацiйної нерiвностi

z ∈ F (T ) : (z − Sz, y − z) ≥ 0 ∀y ∈ F (T ),

тобто, до розв’язку операторного рiвняння z = PF (T )z.
Аналогiчно доводиться

Теорема 2. Нехай H — гiльбертовий простiр, C ⊆ H — непорожня опу-
кла замкнена множина, T : C → H — фейєрiвський оператор, оператор
I − T — демiзамкнений в 0, A : H → H — сильно монотонний та лiпши-
цевий оператор з константами µ > 0, L > 0, вiдповiдно. Тодi згенерована
алгоритмом 2 послiдовнiсть (xn) сильно збiгається до єдиного розв’язку
варiацiйної нерiвностi (3).

Розглянемо схеми з похибками:
xn+1 = PC (αna+ (1− αn)Tλnxn + en) ,
yn+1 = PC (αnSyn + (1− αn)Tλnyn + en) ,
zn+1 = PC (αn(I − βA)zn + (1− αn)Tλnzn + en) .

Для них мають мiсце твердження, аналогiчнi теоремам 1 та 2, за умови
сумовностi (‖en‖):

∑∞
n=1 ‖en‖ < +∞ (див. також роботу [21]).

5. Заключнi зауваження
В роботi розглянуто задачi пошуку нерухомих точок фейєрiвських (ква-

зiнерозтягуючих) операторiв, що дiють у гiльбертовому просторi, та варi-
ацiйнi нерiвностi на множинi нерухомих точок.

Доведено сильну збiжнiсть алгоритму Гальперна з усередненням (ал-
горитму Гальперна-Сузукi) знаходження нерухомих точок фейєрiвських
(квазiнерозтягуючих) операторiв. Розглянуто породженi цiєю схемою алго-
ритм в’язкої апроксимацiї та алгоритм для варiацiйної нерiвностi на мно-
жинi нерухомих точок.

Фейєрiвськi оператори та породженi ними iтерацiйнi процеси мають ве-
лике значення в оптимiзацiйнiй алгоритмицi. Перспективним напрямом є
дослiдження стохастичних схем типу

xn+1 = PC (αna+ (1− αn)(λnxn + (1− λn)gn)) ,
yn+1 = PC (αnrn + (1− αn)(λnyn + (1− λn)gn)) ,

де gn, rn — незмiщенi оцiнки Txn, Syn, вiдповiдно: Egn = Txn, Ern = Sxn.
Дане питання мотивовано розширенням традицiйної алгоритмiки стохас-
тичного програмування та застосуваннями в машинному навчаннi.

Автори заявляють про вiдсутнiсть конфлiкту iнтересiв щодо публiкацiї цiєї статтi.
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